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Abstrakt
Předkládaná diplomová práce se zabývá posouzením bezpečnosti několika variant oběž-
ného kola s různými délkami lopatek. Motivací pro vypracování této práce je řešení pro-
blémové situace, která je charakterizována havárií oběžného kola parní turbíny s délkou
lopatek 30 mm. Jak je potvrzeno v této práci, oběžné kolo s délkou lopatek 30 mm je pro-
vozováno v oblasti rezonance a dle technické normy ČSN EN ISO 10437 není jeho provoz
bezpečný.
Jako nápravné opatření pro řešení problémové situace je navrženo prodloužení lopa-
tek oběžného kola. Bezpečnost je vyhodnocena u šesti variant oběžného kola s odlišnými
délkami lopatek. Pro každou variantu je provedena modální analýza a z jejích výsledků je
sestaven Campbellův diagram. Na základě tohoto diagramu je vyhodnocena bezpečnost
jednotlivých součástí. V poslední části diplomové práce je posouzen vliv délky lopatek na
modální vlastnosti oběžného kola.
Summary
The presented master’s thesis deals with the safety assessment of several variants of the
impeller with different blades length. The motivation for creating this thesis is to find the
solution of the problem situation which is characterized by the breakdown of the steam
turbine impeller with blades length of 30 mm. As confirmed in this thesis, the impeller
with blades length of 30 mm is operated in the resonance. Likewise, according to the tech-
nical standard ČSN EN ISO 10437 its operation is not safe.
As the correction action for the problem situation solving is proposed the prolongation
of the impeller’s blades. The safety is detected for six variants of impeller with different
blades length. For each variant, there is executed a modal analysis and its results are
drawn up into the Campbell diagram. On the basis of this diagram, the safety of indi-
vidual components is evaluated. The last part of the master´s thesis concerns with the
examination of the influence of blades length on the modal properties of the impeller.
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Existuje mnoho zařízení, na kterých bezprostředně závisí komfort našeho každodenního
života, aniž bychom si jejich význam uvědomovali. Jedním z nich jsou bezpochyby turbí-
ny. Moderní společnost si stěží dokáže představit svou existenci bez elektrické energie.
V roce 2013 bylo více než 98 % celosvětové produkce elektrické energie vyprodukováno
v elektrárnách, jejichž srdce tvoří právě turbíny. Je tedy logické, že havárie takové rotoro-
vé soustavy může mít negativní dopad na celou společnost a může způsobit ztráty jak
ekonomické, ekologické nebo dokonce může vést ke ztrátám na životech. Proto je zajištění
bezpečnosti turbín klíčovým faktorem již při jejich návrhu.
Rotorové soustavy při svém provozu mohou procházet řadou stavů, které mohou vést
k jejich meznímu stavu. Návrh takových soustav je ve většině případů iterační proces, jehož
cílem je dosáhnout co nejlepších parametrů a zároveň vyhnout se nebezpečným stavům.
Náročnost tohoto procesu trefně vystihuje citát profesora Chong-Won Lee: „Navrhování
parních turbín je jako chůze v minovém poliÿ [18].
Pokud však k havárii rotorové řady dojde, je nutné co nejrychleji provést nápravná
opatření. Odstávka jedné rotorové soustavy může vést v případě elektrárny k mnoha-
milionovým ztrátám za jediný den, kdy není soustava v provozu. Nicméně požadavek, na
co nejrychlejší uvedení soustavy znovu do provozu je v přímém rozporu s časovou nároč-
ností řešení problémové situace, kterou je odstranění příčin havárie. Proto se v takových
případech volí dočasná nápravná opatření, díky kterým jsou minimalizovány ztráty a zá-
roveň poskytují čas pro řešení problémové situace.
Podobná situace nastala před zadáním této práce, kdy u jisté parní turbíny došlo
k meznímu stavu lomu oběžného kola. V úvodu řešení problémové situace byl naformu-
lován předpoklad, že k meznímu stavu lomu mohlo dojít z důvodu vynuceného kmitání
soustavy na frekvenci blízké její vlastní frekvenci. Jedním z cílů řešení této diplomové
práce je verifikace tohoto předpokladu. Před začátkem řešení bylo zároveň rozhodnuto, že
souběžně s procesem analyzování původní soustavy budou paralelně provedeny analýzy
pěti variant oběžného kola, které mají vůči původní geometrické konfiguraci pouze odlišné
délky lopatek. Cíl těchto analýz je ověření, zda lze docílit řešení problémové situace právě
pomocí prodloužení délky lopatek oběžného kola.
Pro analýzy je tedy použita šestice geometrií oběžného kola, které se navzájem liší
pouze délkou lopatek. Jelikož je pro posuzování bezpečnosti rotorových soustav nutné
znát jejich vlastní frekvence a vlastní tvary, souhrnně označované jako modální vlast-
nosti, je u všech variant oběžného kola provedena modální analýza. Z výsledků těchto
analýz lze vyvodit závěry o vlivu změny délky lopatek na modální vlastnosti olopatkova-
ných disků, což je zároveň třetím dílčím cílem předkládané závěrečné práce.
Struktura této práce je následující. První část práce přináší popis a rozbor problémové
situace. Další část je zaměřena na stanovení současných trendů oblasti analýz olopatko-
vaných disků a jejich vyhodnocování s ohledem na bezpečnost rotorových soustav.
Třetí část se zabývá teoretickým popisem metod, které jsou využívány při řešení
problému. Velký důraz je kladen na popis jednotlivých algoritmů pro provedení modálních
analýz v prostředí programu ANSYS Mechanical APDL, který je využíván pro výpočtové
modelování všech variant oběžného kola. Zároveň je v této kapitole popsán Campbellův
diagram, který se u rotorových soustav využívá pro detekování nebezpečných stavů z hle-
diska jejich provozu. Jelikož oběžné kolo vykazuje rotační periodicitu, tak jsou zde popsány
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i možnosti využití symetrie takových soustav ve výpočtovém modelování.
Následující část práce se věnuje výpočtovému modelování jednotlivých variant oběž-
ného kola. Všechny kroky této kapitoly, ať už se jedná o specifikaci modelu materiálu,
nebo diskretizaci modelu geometrie, směřují k provedení modálních analýz, jejichž vý-
sledky jsou na konci této kapitoly prezentovány.
Přestože z důvodu poškození oběžného kola nebylo možné získat modální vlastnosti
oběžného kola experimentálním modelováním, které měly sloužit jako verifikační pro-
středek výpočtového modelování, je v páté části popsán návrh na realizaci výpočtového
modelování.
V poslední části práce jsou prezentovány Campbellovy diagramy pro jednotlivé varian-
ty oběžného kola a z nich jsou detekovány nebezpečné stavy pro provoz jednotlivých va-





1.1 Formulace problému a cílů řešení
Hlavním cílem této práce je porovnání modálních vlastností oběžných kol parní turbíny
s různými délkami lopatek. Motivací pro vypracování této práce je řešení problémové si-
tuace, která je charakterizována dosažením mezního stavu lomu u oběžného kola parní
turbíny. Na počátku analýzy této problémové situace byl stanoven předpoklad, že příči-
nou vzniku mezního stavu lomu bylo vynucené kmitání soustavy na frekvenci blízké její
vlastní frekvenci, a tudíž byl lom způsoben vysokocyklickou únavou materiálu. Dílčím
cílem této práce je verifikace tohoto předpokladu. Dalším cílem je provedení modální ana-
lýzy u oběžných kol, která mají odlišné délky lopatek než kolo, u něhož došlo k havárii.
Z analýzy výsledků výpočtového modelování jednotlivých variant oběžného kola bude se-
staven návrh na řešení problémové situace.
Pro stanovení správnosti předpokladu o vynuceném kmitání soustavy v oblasti rezonan-
ce je rozhodující analýza Campbellova diagramu, ze kterého lze predikovat rezonanční
stavy a kritické otáčky oběžného kola. Vstupní data pro sestavení Campbellova diagramu
analyzovaného oběžného kola jsou získány výpočtovým modelováním za použití metody
konečných prvků. Verifikace výsledků výpočtového modelování měla proběhnout porovná-
ním s vlastními frekvencemi stanovenými experimentálním modelováním. Již na počátku
řešení problému však bylo zřejmé, že proveditelnost experimentu bude nesnadná.
„Problém je subjektem naformulovaná podstatná skutečnost z problémové situace,
kterou je nutné ze subjektivních nebo objektivních důvodů řešit s určitým vymezením
cíle, přičemž proces řešení vyžaduje realizaci informačních, tvůrčích, hodnotících, rozhodo-
vacích a výkonných činností a hledání metod řešeníÿ [13]. Z výše uvedených informací
o problémové situaci a cílech řešení jednoznačně vyplývá formulace problému, kterým se
zabývá tato práce. Problémem je provedení modální analýzy variant oběžného kola parní
turbíny s různými délkami lopatek a sestavení Campbellových diagramů pro posouzení
bezpečnosti provozu těchto variant oběžného kola.
1.2 Systém podstatných veličin
Před započetím řešení libovolného problému je vhodné stanovit veličiny, které jak už z de-
finice problému vyplývá, budou z hlediska řešení podstatné, a tudíž musí být zahrnuty
do algoritmu řešení. Při stanovování podstatnosti veličiny z hlediska řešení bylo čerpáno
z publikace Expertní inženýrství v systémovém pojetí [13].
Analyzovaný typ oběžného kola se vyrábí ve více modifikacích. Geometrie součásti je
v každé vyráběné variantě totožná, ale využívá se jednak různých materiálů, pro výrobu
oběžného kola a zároveň i jiných provozních podmínek, za kterých stroj pracuje. Varianta,
u níž bylo dosaženo mezního stavu lomu, je provozována za teploty 190 ◦C a při otáčkách
11 000 min−1.
Geometrie oběžného kola parní turbíny má 78 lopatek, které jsou symetricky roz-
loženy po obvodu kola. Právě této cyklické symetrie je využito při řešení. Aby však bylo
možné tento přístup použít, je nutné zvážit vliv konstrukčních prvků, které cyklickou sy-
metrii porušují. Jelikož se odstraněním těchto prvků výrazně nezmění celková hmotnost
a tuhost soustavy, tedy veličiny na nichž závisí modální vlastnosti soustavy, nebyly tyto
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entity zahrnuty do výpočtového modelu. Stejně tak byly odstraněny entity, které celkovou
hmotnost a tuhost neovlivní, ale zvyšovaly by náročnost výpočtového modelu, např. se
jednalo o zaoblení nebo zkosení hran atd.
Mezi další důležité entity, vstupující do řešení se řadí podstatné vazby oběžného kola
s jeho okolím. Hřídel, na kterém je oběžné kolo uloženo, je považován za dokonale tuhé
nekmitající těleso. Přenos kroutícího momentu mezi kolem a hřídelem je zajištěn dvojicí
per na hřídeli. Uložení oběžného kola na hřídeli je letmé. Čelo disku dosedá na osazení na
hřídeli, a tím je zamezen axiálního pohybu hřídele. Z tohoto uložení jednoznačně vyplý-
vají okrajové podmínky, použité při výpočtu.
U olopatkovaných disků, které rotují, závisí amplituda kmitání primárně na úhlové
rychlosti otáčení disku, tzn. úhlová rychlost je aktivační veličinou. Pro řešení kmitání
oběžného kola je zaměřena pozornost pouze na jeho makrostrukturu, procesy v mikro-
struktuře jsou zanedbány. Zároveň je také zanedbán vliv tíhového pole Země.
Při výpočtovém modelování je použita lineární teorie kmitání. Základní pohybová rov-
nice lineární teorie kmitání má tři funkce charakterizující soustavu, tj. hmotnost, tlumení
a tuhost. Při řešení problému se předpokládá, že soustava je konzervativní. V algoritmu
řešení je proto tlumení zanedbáno. Při výpočtovém modelování je použit lineárně elas-
tický izotropní model materiálu charakterizovaný dvěma parametry. Modulem pružnosti
v tahu E a Poissonovým číslem µ. Pro sestavení matice hmotnosti je nutné stanovit třetí
parametr, kterým je hustota ρ. Všechny tyto materiálové parametry jsou závislé na teplo-
tě. Proto bylo nutné zjistit jejich hodnoty v daných provozních podmínkách.
V tomto bodě je nutné zmínit možnou nepřesnost řešení v podobě použití lineární
teorie kmitání. Každá reálná soustava vykazuje nelineární chování. Je však důležité zvážit,
zda a s jako přesností je možné využít linearizace chování soustavy. Použití nelineární
teorie kmitání představuje výrazné zvýšení náročnosti výpočtového modelu problému.
Proto se ve výpočtovém modelování kmitání olopatkovaných disků využívá ve většině
případů lineární teorie kmitání. Bylo zjištěno, že výpočtové modelování olopatkovaných
disků při použití lineární teorie kmitání dává dostatečně přesné výsledky v porovnání
s experimentálním modelováním. Z těchto důvodů je opodstatněné použití lineární teorie
kmitání.
Pro popis kmitání součástí slouží amplituda a frekvence kmitání. Jejich úroveň však
pro řešení problému není podstatná. Podstatné pro posouzení bezpečnosti provozování
součásti v daných podmínkách je, zda se součást vyskytuje v okolí rezonančního stavu
soustavy. Důsledkem projevů kmitání oběžného kola však může v tomto případe být vznik
několika mezních stavů, jako např. mezního stavu deformace, mezního stavu lomu, nebo
i mezního stavu kmitání objektu, „což je takový stav objektu, při jehož dosažení se fy-
ziologicky přípustná hodnota parametru charakterizujícího mechanické kmitání objektu




Úvodem řešení libovolného problému je vhodné provést rešeršní studii, jejímž cílem je
„stanovit existující „globální úroveň poznatkůÿ ve vztahu k prvotnímu problémuÿ[14].
Tato studie je provedena z dostupné literatury se zaměřením na výpočtové modelování
nebo experimentální modelování vlastností olopatkovaných disků, případně celých rotoro-
vých soustav. Literatura je volena s ohledem na zjištění poznatků o všech entitách, které
jsou v řešení problému použity.
• Carlos Alberto Mota Soares, Maurice Petyt
Finite element dynamic analysis of practical bladed discs [22]
Článek, publikovaný v roce 1978, se zabývá stanovením dynamických charakteris-
tik olopatkovaného disku s 87 lopatkami, opatřeného bandáží. Zvlášť jsou prove-
deny analýzy disku bez lopatek, lopatky a na závěr i celého olopatkovaného disku
s bandáží. Ve článku je podrobně popsán konečnoprvkový model jednotlivých entit,
na kterých je vytvořeno několik variant konečnoprvkových sítí. Výpočtové modelo-
vání disku bez lopatek i s lopatkami je provedeno jednak s využitím metody cyklické
symetrie a také za použití speciálních elementů, tzv. „prstencových elementůÿ. Pro
všechny varianty sítí je stanoveno několik vlastních frekvencí, jejichž hodnota je po-
rovnána s výsledky stanovenými experimentálním modelováním. I přesto, že z dů-
vodu výpočetní náročnosti je použita na dnešní dobu velmi hrubá síť (nejvyšší počet
stupňů volnosti je 394), tak se vlastní frekvence stanovené výpočtem a experimentem
liší maximálně v jednotkách procent. Každá lopatka analyzovaného disku obsahuje
20 malých otvorů. Součástí článku je i porovnání výsledků stanovených výpočto-
vým modelováním s modelem bez otvorů, s modelem s otvory a experimentálním
modelování na disku s otvory v lopatkách. Vliv otvorů je do řešení vnesen pomocí
tzv. density correction factor1, který je definován jako poměr hmotnosti elementu
s otvory ku hmotnosti elementu bez otvorů. Autoři stanovili závěr, že přítomnost
otvorů lehce zvyšuje vlastní frekvenci lopatek. Nicméně v porovnání s experimentem
dává přesnější výsledky výpočtové modelování s modelem bez otvorů oproti modelu
s otvory.
• Petr Lošák, Eduard Malenovský
Analýza dynamických vlastností vysokotlakého stupně parní turbíny [19]
Práce popisuje řešení problémové situace, kdy se při prohlídce rotorové soustavy ob-
jevily trhliny u vysokotlakého stupně parní turbíny. Jejich rozmístění naznačovalo
kmitání disku tvarem se čtyřmi uzlovými průměry. V teoretické části je popsáno kmi-
tání disků za rotace, také je teoreticky pojednáno o Campbellově diagramu a jeho
význam pro posuzování kritických stavů u rotorových soustav. Problém je řešen po-
mocí výpočtového modelování vynuceného kmitání disku. V závěrečné části analýzy
výsledků je autorem dokázáno, že v daných provozních podmínkách dochází u vlast-
ního tvaru se čtyřmi uzlovými frekvencemi k tzv. fixnímu kmitání, během kterého
se uzlové průměry po disku nepohybují a kmitají tedy stále stejná místa na disku.
U těchto míst je velké riziko porušení únavovým lomem.
1Density correction factor - korekční faktor měrné hmotnosti
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• Weiqiang Zhao, Yongxian Liu, Mowu Lu, Qingjun Guo
Modal analysis of aeroengine turbine blade-disc system [33]
Tento článek předkládá řešení modální analýzy olopatkovaného disku turbíny
leteckého motoru použitím metody konečných prvků. Analyzovaná turbína je vyro-
bena ze superslitiny niklu s vysokou odolností proti creepu. Hlavním cílem tohoto
článku je porovnání modálních vlastností disku s bandáží v případě dvou různých
okrajových podmínek. V prvním případě jsou zamezeny všechny stupně volnosti
v místě styku turbíny s hřídelem, v druhém případě se jedná o volné uložení disku
v prostoru. Tato práce slouží jako podklad pro optimalizaci geometrie turbíny.
• Viswanatha Ramamurti, V. Omprakash
A cyclic symmetry approach to the structural dynamic analysis of bladed
discs [23]
Článek se zabývá popisem cyklického rotačního přístupu pro řešení napjatosti, mo-
dálních vlastností, přechodové analýzy a odezvy při vynuceném kmitání rotujících
olopatkovaných disků. Práce obsahuje několik částí. V první části je popsán pro-
blém kmitání olopatkovaných disků. Další část popisuje možnosti analytického řešení
napjatosti a modálních vlastností disků a lopatek. Zároveň je zmíněno velké množ-
ství omezující předpokladů, za kterých jsou analytické vztahy odvozeny. Z důvodu
těchto omezení je analytický přístup nepoužitelný pro obecné tvary součástí. Hlavní
část článku je věnována popisu teorie cyklické symetrie, využitelné pro součásti
vykazující rotační periodicitu. V závěrečné části jsou porovnány výsledky získané
výpočtovým modelováním s použitím cyklické symetrie a experimentálních výsledků,
ze kterého vyplývá shoda výsledku obou metod.
• Mohammad Hadi Jalali, Mostafa Ghayour, Saeed Ziaei-Rad, Behrooz
Shahriari
Dynamic analysis of a high speed rotor-bearing system [11]
Tématem článku je analýza rotorové soustavy skládající se z hřídele, turbíny a ro-
toru. Cílem řešení je provést celkovou analýzu dynamiky vysokorychlostní rotorové
soustavy. Autoři použili tři různé přístupy k řešení. Výpočtové modelování je pro-
vedeno metodou konečných prvků a to v prvním případě s použitím prutových
elementů a v druhém případě použitím solid elementů. Obě analýzy jsou porov-
nány s experimentálními výsledky, které byly získány vybuzením soustavy rázo-
vým kladívkem a snímáním odezvy akcelemetrem. Ze získané frekvenční odezvové
funkce (frequency response function) jsou stanoveny jednak vlastní frekvence a zá-
roveň vlastní tvary kmitu. Všechny tři přístupy byly použity k hodnocení modál-
ních vlastností nerotující soustavy. Pro stanovení kritických otáček rotorové sou-
stavy jsou z obou přístupů sestaveny Campbellovy diagramy, ze kterých jsou stano-
veny kritické otáčky soustavy. Z důvodů verifikace hodnot kritických otáček je do
soustavy s prutovými prvky zavedena nevývaha prostřednictvím vystředění těžiště
soustavy a na tomto výpočtovém modelu je provedena analýza odezvy na vynu-
cené kmitání. Porovnání výsledků je ve všech variantách řešení dle autorů velmi
uspokojivé. Hlavní závěr práce je ten, že pro výpočtové modelování rotorových sou-
stav s využitím MKP je možné využívat prutové prvky, aniž by tento přístup výrazně
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ovlivnil kvalitu výsledků. Zároveň je tak dosaženo výrazného snížení výpočetního
času.
• Josef Kellner
Kondenzovaný matematický model olopatkovaného disku [15]
Přednáška vypracovaná na Katedře mechaniky Fakulty aplikovaných věd Západo-
české univerzity v Plzni pojednává o metodách redukce počtu stupňů volnosti apli-
kovaných na olopatkované disky. Konkrétně se zaměřuje na využití metody modální
syntézy pro vytvoření kondenzovaného modelu disku. Ůvodní část textu prezen-
tuje matematický aparát pro řešení problému. V další části je řešen reálný příklad
olopatkovaného disku se svazky lopatek, které jsou do svazku spojeny bandáží. Vý-
počtový model disku považuje soustavu za „3D netlumené kontinuumÿ. U modelu
svazku lopatek je uvažován i vliv odstředivých sil za rotace, v jejichž důsledku do-
jde ke kontaktu bandáží sousedních svazků. Lopatka i bandáž jsou modelovány jako
1D kontinuum. Na tomto modelu je provedena modální analýza jednotlivých částí
i celého olopatkovaného disku. Závěr analýzy ukázal, že i po redukci na 17% počtu
stupňů volnosti plného modelu jsou výsledky stále na uspokojivé úrovni.
• Leonardo Bertini, Paolo Neri, Ciro Santus, Alberto Guglielmo, Gabriele
Mariotti
Analytical investigation of the SAFE diagram for bladed wheels, nume-
rical and experimental validation [4]
Tento článek prezentuje popis SAFE diagramu, což je alternativa ke Campbellovu
diagramu. Campbellův diagram je nejběžnějším a nejjednodušším přístupem k pre-
dikci rezonančních stavů u rotorových soustav, jehož kritérium pro určení rezonanč-
ních stavů je rovnost budící a vlastní frekvence. Toto kritérium má však své limity
u analýz složitých struktur, jako jsou např. olopatkované disky. Pro dosažení rezo-
nance je nutné splnit ještě jednu podmínku, stanovující že budící síla musí být ve
fázi s defomačním posunutím, aby bylo dosaženo maximální hodnoty mechanické
práce. Pokud tato podmínka u konkrétního kritického stavu není splněna, tak se
i přes to jedná o rezonanční stav soustavy, nicméně tento stav je mnohem méně
nebezpečný z hlediska mezního stavu lomu. Autorům se jako prvním podařilo získat
analytickou formulaci SAFE (Singh’s Advanced Frequency Evaluation) diagramu
pro posuzování rezonančních stavů u olopatkovaných disků, tzn. autorům se poda-
řilo sestavit algoritmus pro detekci kritických otáček, aniž by musela být sestavena
grafická závislost, a toto je také hlavní výstup práce. Správnost řešení byla potvr-






3.1 Kmitání mechanických soustav
„Kmitání mechanických soustav je proces změn fyzikálních veličin v čase (např. výchylek,
rychlostí, zrychlení, sil, napětí), charakterizovaný střídavým zvyšováním a snižováním je-
jich hodnot . . . Kmitání soustavy může vzniknout při jejím vychýlení z rovnovážné polohy
nebo uvedením do pohybu v rovnovážné poloze nebo kombinací obou typů počátečních
kinematických podmínek.ÿ [32]
Reálné mechanické soustavy jsou nahrazovány pro potřeby výpočtového modelování
matematickými modely. Rozdělení těchto matematických modelů lze provést podle čtyř
základních hledisek, a to:
• podle počtu stupňů volnosti (dále pouze DOF1)
• podle typu diferenciálních rovnic
• podle vzniku kmitání
• podle charakteru pohybu
Toto rozdělení je inspirováno publikacemi [32] a [16].
Mechanické soustavy lze podle počtu DOF rozdělit na spojité soustavy, neboli
„kontinuaÿ a na diskrétní soustavy, které bývají označovány jako soustavy se soustředě-
nými parametry. Diskrétní soustavy mají konečný počet DOF. Jako alternativní název
k pojmu spojité soustavy se používá název soustavy se spojitě rozloženými parametry.
U těchto soustav je počet DOF nekonečný. „Počet stupňů volnosti je roven počtu ne-
závislých souřadnic, potřebných k určení polohy soustavyÿ[16]. Podobné jako s DOF je
to s vlastními frekvencemi, jelikož kontinua mají nekonečně mnoho vlastních frekvencí
a diskrétní soustavy jich mají konečný počet.
Dělení dle typu diferenciálních rovnice má znovu dvě podkategorie. Rozděluje se na
soustavy lineární a nelineární. Každá z těchto kategorií se ještě dále dělí na časově inva-
riantní soustavy a soustavy parametrické.
Kmitání mechanických soustav má dvě základní příčiny vzniku. Buď je v soustavě
porušen statický rovnovážný stav, pak se jedná o tzv. volné kmitání, a nebo je soustava
buzena ze svého okolím, což se označuje jako kmitání buzené, nebo také vynucené. Vynu-
cené kmitání lze dále rozdělit na kmitání se silovým nebo kinematickým buzením.
V případě, že se v pohybu soustavy vyskytuje dominantní druh kmitání, pak kmitání
dále rozlišujeme na příčné, podélné, ohybové, torzní a kombinované. Komplexní soustavy
kmitají ve většině případů kmitáním kombinovaným.
1Degrees of freedom - stupně volnosti
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3.2 Matematický model kmitání lineárních soustav
„Soustavy se soustředěnými parametry jsou sestaveny z diskrétních prvků, tj. hmotných
bodů, tuhých desek, tyčí, nehmotných pružin a tlumičů. Jejich kmitavý pohyb je popsán
obyčejnými diferenciálními rovnicemi. Pokud takové soustavy kmitají kole statické rovno-
vážné polohy s malými výchylkami, lze v prvním přiblížení zanedbat nelineární elastické
a tlumící síly, a pohybové diferenciální rovnice jsou pak lineární s konstantními koefici-
enty. Nazývají se diskrétní lineární soustavy s ns stupni volnosti.ÿ [28]
Pro sestavení pohybových rovnic se vychází z Lagrangeových rovnic druhého druhu,









= Qi i = 1, 2, . . . , ns , (3.1)
kde Ek je kinetická energie, qj představuje zobecněnou souřadnici, Qi jsou zobecněné
budící síly a n reprezentuje počet DOF. Zobecněné síly jsou obecně funkcí času, ns zobec-
něných souřadnic a ns derivací zobecněných podle času. Matematicky je tato skutečnost
vyjádřena:
Qi = Qi(q1, q2, . . . , qns , q˙1, q˙2, . . . , q˙ns , t) (3.2)
V případě lineárních soustav lze zobecněné síly rozložit na časově závislé a časově
nezávislé zobecněné budící síly. Časové nezávislé síly se dělí na konzervativní (potenciální)
síly, které jsou funkcí pouze ns zobecněných souřadnic, a na tlumící (disipativní) síly,
závislé pouze na ns časových derivacích zobecněných souřadnic, které se označují jako
zobecněné rychlosti. Toto rozdělení budících sil vyjadřuje rovnice (3.3).
Qi = Q
P
i (q1, q2, . . . , qns) +Q
D
i (q˙1, q˙2, . . . , q˙ns) + Fi(t) (3.3)
Pro odvození zobecněných konzervativních sil se vychází z potenciální energie Ep, která
je funkcí pouze zobecněných souřadnic. Zobecněné tlumící síly vychází z tzv. Rayleighovy
disipační funkce R, závislé pouze na zobecněných rychlostech. A zobecněné časově závislé









, i = 1, 2, . . . , ns (3.4)
δWi = Fiδqi , i = 1, 2, . . . , ns

















U lineárních soustav se vyjadřují kinetická energie, potenciální energie a Rayleighova
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Dosazením rovnic (3.6) do rovnice (3.5) a jejím následným upravením získáme
pohybové rovnice lineární soustavy s konstantními koeficienty.
mij q¨j + bij q˙j + kijqj = Fi(t)
Mq¨ + Bq˙ + Kq = f(t) (3.7)
Tyto pohybové rovnice jsou uvedeny v indexovém i maticovém tvaru, který je
v dynamice používanější.
Pro soustavu s jedním stupněm volnosti přechází pohybová rovnice do tvaru
mq¨ + bq˙ + kq = F (t) . (3.8)
Soustava s jedním stupněm volnosti je zobrazena na obrázku 3.1.
Obrázek 3.1: Soustava s jedním stupněm volnosti
V obecném případě jsou matice tlumení B a tuhosti K nesymetrické. Takový případ
může nastat např. u kmitání rotorů uložených na kluzných ložiscích se zahrnutím gyro-
skopických účinků. Pak je vhodné provést přepis pohybových rovnic do tzv. rozšířeného
tvaru
Mq¨ + (Bs + Ba)q˙ + (Ks + Ka)q = f(t) , (3.9)
kde jednotlivé matice splňují následující podmínky:
















(K−KT ) - antisymetrická matice nekonzervativních (cirkulačních) sil.
Dynamické soustavy lze rozdělovat (kromě dělení uvedeného v kapitole 3.1) dle typu
matic, které vstupují do pohybových rovnic. A to na soustavy konzervativní, slabě ne-
konzervativní a silně nekonzervativní. U konzervativních soustav platí K = KT ∧B = 0.
Soustava je označována jako slabě konzervativní, pokud K = KT a její matice tlumení





−1K)j pro 1 ≤ r ≤ ns ,
kde c představuje fázovou rychlost vlny. Silně nekonzervativní soustava je taková, u níž
matice tlumení nesplňuje podmínku komutativní matice tlumení, což je obecnější pod-
mínka než podmínka proporcionálního tlumení, ve tvaru
KM−1B = BM−1K . (3.10)
23
3.3 VOLNÉ NETLUMENÉ KMITÁNÍ
3.3 Volné netlumené kmitání
Cílem analýzy volného netlumeného kmitání soustav je stanovení jejich vlastních frek-
vencí a vlastních tvarů. Jak už z názvu vyplývá, tak při řešení tohoto typu kmitání není
uvažováno tlumení (B = 0) ani buzení (Q(t) = 0). Pohybová rovnice volného netlumeného
kmitání má tedy tvar
Mq¨ + Kq = 0 . (3.11)
Dále předpokládáme harmonickou odezvu soustav, tzn. řešení pohybové rovnice je
očekáváno ve tvaru
q = ueiΩt , (3.12)
kde u je vektor amplitud harmonických kmitů a Ω je úhlová frekvence. Po dvojnásobné
derivaci rovnice (3.12) podle času obdržíme vztah
q¨ = −Ω2ueiΩt . (3.13)
Dosazením obou vztahů do pohybové rovnice získáme po úpravách tvar
(K− Ω2M)u = 0 . (3.14)
Rovnice (3.14) představují tzv. problém vlastních hodnot. Pro netriviální řešení této
soustavy homogenních rovnic (u 6= 0) musí platit podmínka
det(K− Ω2M) = 0 . (3.15)
Tato rovnice se označuje jako „charakteristická rovniceÿ, nebo „frekvenční determi-
nantÿ. Kořeny charakteristické rovnice mají tvar λv = Ω2v a nazývají se vlastní čísla.
Vzhledem k vlastnostem matic hmotnosti M a tuhosti K nabývají vlastní čísla reálných,
nezáporných hodnot a uspořádávají se zpravidla vzestupně 0 ≤ Ω1 ≤ Ω2 ≤ · · · ≤ Ωns .







Stanovením kořenů charakteristické rovnice je možné získat vektor amplitud kmitání,
a to zpětným dosazením kvadrátu vlastních frekvencí do rovnice (3.14)
(K− Ω2vM)vv = 0 , (3.17)
kde vv se nazývá vlastní vektor kmitání. Tuto rovnici splňuje i vektor xvv, kde x je
libovolná konstanta. Proto je nutné vlastní vektory pro jednoznačné určení normovat.
V případě mechaniky kontinua se využívá tří norem, a to Euklidovy normy, známé
z teorie matematiky, a dále normy podle matice hmotnosti a normy podle matice tuhosti.
vTv vv = 1
vTv Mvv = 1 (3.18)
vTv Kvv = Ω
2
v
Podstatnou vlastností vlastních vektorů je jejich ortogonalita. Dvě různá netriviální
řešení problému vlastních hodnot Ωi,vi a Ωj,vj mohou být zapsány do rovnic ve tvaru
Kvi = Ω
2













j Mvi , v
T




i Mvj . (3.20)
První rovnici transponujeme a obě rovnice od sebe odečteme. Vzhledem k symetrii
matic hmotnosti M a tuhosti K platí vztah
0 = (Ω2i − Ω2j)vTi Mvj . (3.21)
Jelikož je při definování předpokladů řešení stanoveno, že Ωi 6= Ωj, pak musí být druhý
člen v rovnici (3.21) roven nule, tzn. musí platit podmínky ortogonality
vTi Mvj = 0 ∧ vTi Kvj = 0 pro i 6= j . (3.22)
Pokud je na vlastních vektorech provedeno normování podle jednoho ze vztahů v (3.18),
pak se vlastní vektory stanou ortonormální, jelikož musí splňovat podmínky
vTi Mvj = δij , v
T
i Kvj = Ω
2
jδij , i, j = 1, 2, . . . , ns , (3.23)




1 je-li i = j
0 je-li i 6= j
Podmínky ortonormality se často zapisují i v maticovém tvaru. Pro potřeby tohoto
zápisu se zavádí tzv. modální matice V a spektrální matice Λ, definované vztahy
V = [vv] ∈ Rns,ns , Λ = diag(Ω2v) ∈ Rns,ns .
Modální matice je sestavena z vlastních vektorů:
V = [v1,v2, . . . ,vns ] =

v11 v12 . . . v1ns





vn1 vn2 . . . vnsns

Spektrální matice má na hlavní diagonále kvadrát vlastních frekvencí:
Λ =

Ω21 0 . . . 0





0 0 . . . Ω2ns

Vztahy, vyjadřující podmínky ortonormality, se s využitím výše zmíněných matic větši-
nou zapisují ve tvaru
VTMV = E , VTKV = Λ , (3.24)
kde E je jednotková matice.
Vlastní vektory jsou nezávislé a zároveň tvoří bázi ns-rozměrného Euklidovského
prostoru. Fyzikální interpretace tohoto tvrzení je taková, že každý možný pohyb sou-





vvxv(t) = Vx(t) , (3.25)




„Transformace zobecněných souřadnic q(t) = [q1(t), q2(t), . . . , qns(t)]
T na tzv. modální
souřadnice x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xns(t)]
T se nazývá modální transformace. Metoda vy-
šetřování dynamické odezvy soustavy založená na modální transformaci se nazývá modální
analýzaÿ[28].
Výstupem modální analýzy jsou vlastní čísla a vlastní vektory, neboli souhrnně
modální vlastnosti. Vlastní čísla jsou čísla komplexní. Reálná část vlastního čísla po-
pisuje stabilitu soustavy a imaginární část stanovuje vlastní frekvenci soustavy. Soustava
je stabilní, pokud je reálná část vlastního čísla záporná. Pokud je reálná část kladná, pak
je soustava nestabilní.
Před započetím řešení problému bylo stanoveno, že výpočtové modelování oběžných
kol turbíny má být provedeno s využitím variačního přístupu a to Metodou konečných
prvků (dále pouze MKP), konkrétně v programu ANSYS Mechanical APDL. Proto bude
tato část textu omezena pouze na metody modální analýzy, které jsou algoritmizovány
v tomto programovém balíku.
Program ANSYS Mechanical APDL obsahuje 7 algoritmů, vypracovaných pro řešení
modální analýzy různých soustav. Detailnější popis algoritmů je v [3] a [31]. Jedná se
o metody s těmito názvy:
• Block Lanczos Method





• QR Damped Method
3.4.1 Block Lanczos Method
Tato metoda využívá Lanczosova algoritmu, který řeší problém vlastních čísel matic.
Následně je původní matice rozdělena na bloky, na kterých je provedeno řešení. Block
Lanczos Method využívá algoritmu pro řešení řídkých matic „sparse matric solverÿ.
Metoda se využívá pro řešení volného netlumeného kmitání, přičemž vychází z před-
pokladu, že matice hmotnosti M a matice tuhosti K jsou symetrické, tzn. používá se pro
řešení konzervativních soustav.
Využívá se pro nalezení většího množství vlastních čísel u modelů s velkým množ-
stvím DOF. Oproti jiným metodám dává přesné výsledky i v případě, že konečnoprvkový
model obsahuje prvky porušující předpoklady o tvaru prvků. Zvláště výhodné je její
použití v případě, kdy vlastní čísla hledáme v jisté části spektra hodnot.
Jedná se o velmi efektivní, rychlý a robustní algoritmus pro stanovení vlastních čísel
a vlastních vektorů soustav s mnoha DOF.
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3.4.2 PCG Lanczos Method
Stejně jako u metody Block Lanczos je i v tomto algoritmu nejdříve použit Lanczosův algo-
ritmus pro stanovení vlastních čísel. V dalším kroku se u této metody využívá iterativní
řešení lineární soustavy rovnic, konkrétně „preconditioned conjugate gradient solverÿ.
Počáteční písmena v názvu metody odkazují právě na iterační řešič, se kterým metoda
pracuje. Stejně jako výše uvedená metoda Block Lanczos je i tato metoda použitelná
pouze pro konzervativní soustavy.
Tato metoda neumí stanovit vlastní čísla v libovolné části spektra, protože je
zpracována tak, že postupně nalezne vlastní čísla od prvního k námi požadovanému
n-tému vlastnímu číslu.
Metody popsané v kapitolách 3.4.1 a 3.4.2 využívají pro první část řešení Lanc-
zosův algoritmus, liší se pouze použitým algoritmem pro řešení soustavy lineárních rovnic.
Každá z metod je vhodnější pro jiné typy úloh. Proto v další části bude uvedeno, v jakých
případech je vhodné použít danou metodu pro řešení konzervativních soustav.
• Pokud je potřeba nalézt vlastní čísla pouze z jisté části spektra, tak je nutné
konzervativní soustavu řešit pomocí Block Lanczos Method.
• PCG Lanczos Method je rychlejší metoda než Block Lanczos Method, pokud je
potřeba stanovit pouze několik prvních vlastních čísel a zároveň pokud je konečno-
prvkový model neobsahuje elementy porušující předpoklady o tvaru prvků.
• Použití iterační metody je vzhledem k výpočtovému času výhodnější, pokud je
požadován počet vlastních čísel menší než 100 a zároveň pokud se jedná o první
vlastní čísla.
Ačkoli je použítí PCG Lanczos Method v několika případech výhodnější, tak metoda
Block Lanczos je v současnosti doporučována pro výpočtové modelování většiny konzerva-
tivních soustav.
3.4.3 Supernode Method
Jedná se o další metodu pro řešení konzervativních soustav. Anglický pojem „supernodesÿ
je v češtině zažitý jako „substrukturyÿ, nebo „superelementyÿ. Používají se v případě, kdy
je vhodné velmi rozsáhlý výpočtový model rozdělit na několik částí, substruktur. Cílem
tohoto rozdělení je dosažení nižšího výpočetního času. Po rozdělení je každá substruktura
řešena zvlášť a na konci řešení jsou opět všechny spojeny v jeden celek.
Metoda substruktur se využívá, pokud je nutné stanovit mnoho vlastních čísel (až
10 000) během jednoho řešení. Typickým případem, kdy je nutné stanovit takto velké
množství vlastních čísel, je sestavování PSD2 pro řešení analýzy náhodných vibrací.
V analýzách, ve kterých je požadovaný počet vlastních čísel větší než 200, je
opodstatněné použít metodu substruktur, jelikož výpočtový čas bude menší, než u metod
popsaných v kapitolách 3.4.1 a 3.4.2.




V minulosti, kdy byly problémy s omezenými možnostmi výpočetní techniky, tvořila ite-
rační metoda pro řešení konzervativních soustav „Subspace Methodÿ alternativu k Block
Lanczosově metodě. Při jejich porovnání je Subspace Method rychlejší pro modely s níz-
kým počtem DOF, nicméně výpočetní čas se rostoucí velikostí úlohy značně zvyšuje.
Ačkoli je stále součástí programu ANSYS Mechanical APDL, tak již není podporována,
a místo ní je doporučována iterační PCG Lanczos Method.
3.4.5 Unsymmetric Method
I přesto, že u některých soustav lze zanedbat vliv tlumení, tak matice hmotnosti a tuhosti
jsou nesymetrické. Tento případ nastává např. u interakce tělesa s tekutinou. V takových
případech lze použít pro stanovení vlastních čísel tzv. Unsymmetric Method. Metoda
využívá Lanczosova algoritmu pro řešení nesymetrického problému vlastních čísel.
3.4.6 QR Damped Method
Metoda s označením „QR Damped Methodÿ se využívá pro stanovení modálních vlastností
soustav se symetrickými maticemi hmotnosti, tlumení a tuhosti. Algoritmus se skládá ze
dvou částí. V prvním kroku se stanoví vlastní čísla a vlastní vektory soustavy bez vlivu
tlumení pomocí Block Lanczosovy metody, zmíněné v části 3.4.1. V druhé části řešení se
sestaví pohybová rovnice se zahrnutím tlumení, která je transformována s modální ma-
ticí ( stanovenou bez uvažování vlivu tlumení) do modálního podprostoru.
Výsledná vlastní čísla jsou opět čísla komplexní, ale reálná část fyzikálně představu-
je součin součinitele tlumení a vlastní frekvence soustavy bez tlumení. Imaginární část
vyjadřuje vlastní frekvenci soustavy s tlumením. Výstupem z modální analýzy pomocí
algoritmu QR Damped Method jsou vlastní frekvence soustavy s tlumením a také souči-
nitelé tlumení pro všechny vlastní čísla. Nicméně vliv tlumení není zahrnut do výpočtu
vlastních tvarů, které jsou stanoveny Block Lanczosovou metodou soustav bez tlumení.
Na závěr je nutné poznamenat, že QR Damped Method poskytuje dostatečně přesné
výsledky pouze pro soustavy s podkritickým tlumením. Vlastní frekvence tlumené sou-









kde b je součinitel tlumení. Jestliže je tlumení silné, pak při jisté kritické hodnotě sou-





Pro hodnoty tlumení b ≥ bkrit se pohyb soustavy označuje jako aperiodický. A zároveň
pro tyto hodnoty tlumení nelze použít QR Damped Method jakožto korektní metodu pro
určení modálních vlastností.
3.4.7 Damped Method
V případě, že v řešení dynamické soustavy není možné zanedbat tlumení a zároveň se
jedná o soustavu s nesymetrickými maticemi hmotnosti, tlumení a tuhosti, pak je nutné
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použít pro řešení problému vlastních hodnot metodu označovanou jako „Damped Me-
thodÿ. Takové soustavy se označují jako nekonzervativní a řadí se mezi ně např. rotorové
soustavy. Algoritmus Damped Method lze však využít i pro soustavy se symetrickými
maticemi.
Tato metoda vychází z řešení pohybové rovnice volného tlumeného kmitání
(λ2vM + λvB + K)u = 0 . (3.28)
V matematice se řešení takové soustavy rovnic označuje jako kvadratický problém vlast-
ních hodnot. Numerické řešení této rovnice je popsáno v [8].
Pomocí této metody lze získat vlastní čísla, která se stejně jako u QR Damped
Method skládají z reálné části, reprezentující součin součinitele tlumení a vlastní frek-
vence soustavy bez tlumení, a imaginární části, vyjadřující vlastní frekvenci soustavy
s tlumením. Na rozdíl od metody, popsané v části 3.4.6, algoritmus Damped Method po-
stihuje vliv tlumení i ve výpočtu vlastních tvarů. V porovnání s QR Damped Method
však tato metoda vyžaduje delší výpočetní čas.
3.4.8 Lanczosova metoda redukce
V roce 1950 prezentoval maďarský matematik Cornelius Lanczos článek s názvem „An
iteration method for the solution of the eigenvalue problem of linear differential and
integral operatorsÿ [17], ve kterém prezentoval metodu pro řešení problému vlastních čísel.
Tato metoda se stala v mechanice hlavní numerickou metodou pro stanovení vlastních
čísel v analýzách volného netlumeného kmitání soustav. Detailní popis metody lze nalézt
v publikaci [6].
Popis metody, uvedený v této kapitole vychází, z knihy [27], ve které je algoritmus
aplikován přímo na problém volného netlumeného kmitání soustav.
Algoritmus řešení vychází z pohybové rovnice, popisující volné netlumené kmitání,
zapsané ve tvaru
Kv = λMv , (3.29)
kde λ představuje vlastní čísla soustavy. Matice M a K jsou pozitivně definitní3 a zároveň
symetrické matice řádu n. Každá matice, splňující obě tyto podmínky, má všechna vlastní
čísla kladná.
Podmínkou redukce je rovnost m zvolených vypočítaných vlastních čísel λ = Ω2 s m
vlastními čísly původní soustavy. Pro řešení se zavádí tzv. redukční matice R = [ri] řádu
(n,m), kde ri jsou tzv. Lanczosovy vektory řádu (n, 1). Dále se zavádí vektor y řádu
(m, 1) tak, aby byla splněna rovnost
v = Ry . (3.30)
Dosazením této rovnice do rovnice (3.29) a následným vynásobením zleva transponovanou
redukční maticí získáme
(RTKR)y = λ(RTMR)y (3.31)
3Čtvercové matice, pro které platí xTMx > 0 resp. xTKx > 0 pro nenulové x z oboru reálných čísel
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Redukční matice R se stanovuje pomocí Lanczosova mechanismu tak, aby součinem
matic RTMR vznikla jednotková matice a součinem matic RTKR vznikla symetrická
třídiagonální4 matice. Vzhledem k těmto předpokladům lze rovnici (3.31) zapsat jako
(RTKR)y = λy . (3.32)
Tímto postupem se povedlo úlohu velmi zjednodušit, jelikož původní problém vlastních
hodnot v obecném tvaru je převeden na problém vlastních hodnot symetrické, třídiagona-
lizované matice řádu m.
Algoritmus Lanczosovy metody lze popsat takto:
1. Stanovení součinu M−1K
2. Provedení odhadu r¯i vektoru ri, pro i = 1, 2, . . . ,m 5.
Dále je proveden cyklus a o m krocích, ve kterých se sestaví vektory ri a koeficienty
αi a βi:












6. Na tomto místě algoritmus rozhoduje, zda v cyklu pokračovat a nebo jej ukončit
a pokračovat v dalším kroku řešení. Chování algoritmu je determinováno podmínkou
i kde

i = 1 r¯2 = (M
−1K)r1 − αr1
i ∈< 2,m− 1 > r¯i+1 = (M−1K)ri − αiri − βiri
i = m řešení pokračuje bodem 9.
7. Následně se provede korekce vektoru ri+1 tak, aby byl ortonormální s vektory r1, r2, . . . , ri.









Podmínka ukončení cyklu B. je definována jako rTi+1−jMr¯ > ε, kde ε je zadaná
tolerance.
4„Matice s nenulovými prvky pouze na hlavní diagonále a na prvních diagonálách pod a nad níÿ [25]
5Nejlepších výsledků bylo dosaženo při použití náhodných čísel z intervalu r¯i ∈ (0, 1)
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Tato rovnice je posledním bodem v cyklu A. Následuje návrat do bodu 3.
9. Po určení vektorů ri a koeficientů αi a βi, kde i = 1, 2, . . . ,m se sestaví matice
RTKR =

α1 β2 0 0 . . . 0 0 0 0
β2 α2 β3 0 . . . 0 0 0 0










0 0 0 0 . . . βm−2 αm−2 βm−1
0 0 0 0 . . . 0 βm−1 αm−1 βm
0 0 0 0 . . . 0 0 βm αm

Jak je na první pohled vidět, tak takto sestavená matice RTKR je symetrická
a třídiagonální.
10. Vlastní čísla a vlastní vektory takové matice lze určit klasickou Jacobiho diagonali-
zační metodou.
11. Posledním krokem řešení je určení vlastního vektoru původní soustavy v = Ry.
Důležitým faktem je, že vlastní vektor v je řádu (n, 1), což znamená, že výstupem
z algoritmu je plný počet vlastních tvarů kmitu soustavy.
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3.5 Volné kmitání kruhových desek
Předkládaná závěrečná práce je zaměřena na analýzu kmitání olopatkovaných disků. Disk
je ve své podstatě kruhová deska s proměnnou tloušťkou. Kmitání desek libovolného tvaru
je popsáno rovnicí





kde w je posunutí ve směru kolmém na střednici desky, h vyjadřuje tloušťku desky a D

























w(r, θ) . (3.34)


















w(r, θ) . (3.35)















sin(mθ + ϕd,e) , (3.36)
kde Am,n a Bm,n jsou konstanty, Jk je Besselova funkce, R je vnější poloměr desky a i
je imaginární jednotka i =
√−1. Index d reprezentuje počet uzlových kružnic a index e







Pomocí těchto rovnic je analyticky popsáno kmitání kruhových desek. Detailní popis
odvození jednotlivých rovnic je prezentován např. v [7] nebo [28].
Vlastní tvary kruhových desek vykazují dva typy uzlových čar, a to jednak uzlové
průměry a uzlové kružnice. Existuje však ještě jeden „speciálníÿ vlastní tvar, u kterého
je počet uzlových kružnic i průměrů roven nule, tzv. d = 0 ∧ e = 0. Tento vlastní tvar
se označuje jako „umbrella shapeÿ. Na obrázcích 3.2 až 3.10 jsou znázorněny některé
vlastní tvary ocelového disku, který je v místě své osy vetknut. Modře jsou označena




tvar s d = 0 a e = 0
Obrázek 3.3: Vlastní
tvar s d = 0 a e = 1
Obrázek 3.4: Vlastní
tvar s d = 1 a e = 0
Obrázek 3.5: Vlastní
tvar s d = 1 a e = 1
Obrázek 3.6: Vlastní
tvar s d = 2 a e = 0
Obrázek 3.7: Vlastní
tvar s d = 0 a e = 2
Obrázek 3.8: Vlastní
tvar s d = 2 a e = 1
Obrázek 3.9: Vlastní
tvar s d = 1 a e = 2
Obrázek 3.10: Vlastní
tvar s d = 2 a e = 2
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3.5.1 Rotující vs. nerotující disky
Na přelomu 19. a 20. století se začaly objevovat neobvyklé havárie rotorových soustav.
Bylo zjištěno, že problém tkví v používání disků se stále většími průměry a zároveň
menšími tloušťkami stěn. Objasnit tyto havárie se jako prvnímu povedlo britskému inže-
nýrovi Wilfredu Campbellovi. V roce 1924 publikoval knihu s názvem „The Protection of
Steam-Turbine Disk Wheels from Axial Vibrationsÿ [5], ve které prezentuje závěry analýz
havárií rotorových soustav.
Campbell zjistil, že dynamické chování disků se liší, pokud je disk v klidu, nebo pokud
rotuje. Je-li disk v klidu a zároveň je buzen harmonickou silou v jednom bodě disku s frek-
vencí blízkou vlastní frekvenci soustavy, pak je soustava v rezonanci. Pokud vlastní tvar,
asociovaný s touto vlastní frekvencí má nenulový počet uzlových průměrů, pak se tyto
uzlové průměry nepohybují, tzn. trvale v klidu jsou stále stejné body soustavy. Odezvu
soustavy na toto harmonické silové buzení lze zapsat ve tvaru, který je uveden např v [21]
x(θ0, t) = A sin eθ0 cosωbt , (3.38)
kde x(θ0, t) je výchylka bodu s obvodovou souřadnicí θ0 v čase t, A představuje maxi-
mální amplitudu na obvodu disku, e reprezentuje počet uzlových průměrů a ωb je budící
frekvence. Tento typ kmitání disků se nazývá „fixní kmitáníÿ.
V případě kmitání disků za rotace je popis složitější a je účelné zavést dva souřadné
systémy. První je stejný jako u nerotujícího disku. Tento souřadný systém θ0(t) je statický,
nepohybuje se ani nerotuje v prostoru. Druhý souřadný systém θ(t) je spojen s diskem,
a tudíž rotuje kolem osy disku. Odezva rotující soustavy na harmonické silové buzení může
být dvojí, buď může mít podobu fixního kmitání (stojící vlny) a nebo běžící vlny, což je
stav, kdy uzlové průměry rotují v obvodovém směru disku. Pojmy stojící vlna (standing
wave) a běžící vlna (travelling wave) zavedl právě Campbell a zároveň jako první oba
fenomény popsal. Běžící vlnu lze ve statickém souřadnicovém systému popsat vztahem
x(θ0, t) = A sin e(θ0 − ωwt) , (3.39)
kde ωw je úhlová rychlost běžící vlny. Běžící vlna se může v obvodovém směru pohybovat
jak ve směru rotace disku, tak i ve směru opačném. Rozdíl mezi stojící a běžící vlnou je
ten, že v případě běžící vlny neexistuje žádný bod (kromě bodů ležících na ose rotace),
který by byl trvale v klidu.
Ve statickém souřadném systému lze porovnat úhlovou rychlost pohybu disku a úhlo-
vou rychlost běžící vlny pomocí vztahu
ωw − ω . (3.40)
V případě, že ve statickém souřadném systému jsou si úhlové rychlosti rovny, tzn. ωw = ω,
pak nastane případ, který je označován jako stojící vlna. Ve statickém souřadném systému
je popsána rovnici
x(θ0, t) = A sin θ0 . (3.41)
Detailní popis Campbellových výsledků lze nalézt např. v publikacích [20], [21], nebo




Na základě poznatků, popsaných v předchozí části, sestavil Campbell diagram, který se
nejčastěji používá při analýzách dynamického chování disků pro predikci rezonančních
stavů. Na jeho počest se nazývá Campbellův diagram. Obecně je to závislost vlastních
frekvencí na parametru. U rotorových soustav jsou tímto parametrem otáčky hřídele. Při
sestavování tohoto grafu se vychází z předpokladu, že kritérium pro dosažení rezonančního
stavu je rovnost budící a vlastní frekvence [4].
Campbell při analýzách havárií rotorových soustav zjistil, že dynamické chování disku
za rotace závisí na těchto čtyřech parametrech:
• vlastní frekvenci soustavy Ω
• úhlové rychlosti disku ω
• frekvenci buzení ωb
• počtu uzlových průměrů e
Obrázek 3.11: Campbellův diagram
Na obrázku 6 je Campbellův diagram, který je v tomto případě sestaven kvůli jednodušší-
mu popisu pouze pro jednu vlastní frekvenci, jejíž asociovaný vlastní tvar má e uzlových
průměrů. Červená křivka znázorňuje průběh vlastní frekvence jako funkce otáček disku.
Její rostoucí průběh je způsoben vyztužením soustavy vlivem otáček. Pokud by byl vliv
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vyztužení zanedbán, pak by se jednalo o přímku rovnoběžnou s vodorovnou osou. Změna





kde Ωn je vlastní frekvence disku při otáčkách n, Ωe je vlastní frekvence nerotujícího disku,
asociovaná s vlastním tvarem kmitu s e uzlovými průměry a βn je koeficient vyztužení
soustavy, který je funkcí příslušného vlastního tvaru kmitání, materiálu a geometrie disku.
Z rovnice (3.42) vyplývá, že závislost vlastní frekvence na úhlové rychlosti je parabola.
Další důležité křivky v Campbellově diagramu jsou na obrázku 3.11 vyneseny zelenou
barvou a označeny písmeny F a B. Obě křivky jsou vzdáleny od křivky znázorňující
vlastní frekvenci o hodnotu součinu e · ωb. Křivka F představuje frekvenci vlny běžící
vpřed a křivka B frekvenci vlny běžící vzad6.
Pokud disk rotuje úhlovou rychlostí ωb a působí-li na strukturu harmonické buzení
o frekvenci f1, pak je vlastní frekvence soustavy rovna Ωn1 = f1 +e ·ωb a odezva bude mít
podobu vlny běžící vzad. Pokud bude soustava buzena frekvencí f2, pak bude mít vlastní
frekvence stejnou hodnotu Ωn2 = f2− e ·ωb a odezva bude mít podobu vlny běžící vpřed.
Stav, kdy k rezonanci dojde při buzení f1 6= 0 se označuje jako tzv. minoritní rezonance.
V případě rotujících disků nebezpečný stav z hlediska dosažení mezního stavu nastává,
pokud f1 = 0. Tomuto stavu odpovídá úhlová rychlost nc, která se označuje jako kritické
otáčky. Při dosažení kritických otáček nastává tzv. majoritní rezonance a odezvou je
stojící vlna. Majoritní rezonance je způsobena buzením o nulové frekvenci, tzn. soustava
je buzena statickou silou. V praxi tento případ může nastat např. vlivem nerovnoměrného
rozložení tlaku za rozváděcími lopatkami.





Tento vztah platí pouze pokud do analýzy není zahrnut vliv vyztužení otáčkami disku.
3.5.3 Campbellův diagram olopatkovaných disků
U olopatkovaných disků závisí kritické otáčky nejen na vlastní frekvenci disku, ke které je
asociován vlastní tvar s odpovídajícím počtem uzlových průměrů, ale i na počtu lopatek
disku. V případě, že jsou lopatky svázány do skupin např. bandáží, pak jsou kritické
otáčky závislé navíc na počtu periodicky opakujících se struktur v obvodovém směru disku.
Z těchto příčin je sestavení Campbellova diagramu olopatkovaných disků komplikovanější,
než tomu je u disků bez lopatek.
K rezonanci u olopatkovaných disků dochází nejen pokud je násobek budící frekvence
roven počtu uzlových průměrů příslušného vlastního tvaru, tedy g = e, ale i v případech,
kdy:
g = s− e
g = s+ e
g = 2s− e
g = 2s+ e ,
6F, resp. B z anglického front, resp. back
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kde g je násobek budící frekvence, e představuje počet uzlových průměrů daného vlastního
tvaru a s je počet lopatek, případně počet periodicky opakujících se struktur.





Obrázek 3.12: Campbellův diagram olopatkovaného disku
Na obrázku 3.12 jsou zachyceny kritické otáčky olopatkovaného disku. Zelená křivka je
vytvořena jako spojnice všech potencionálních rezonančních stavů. Campbellův
diagram olopatkovaného disku bývá v literatuře označován jako „Kompletní Campbellův
diagramÿ.
Přestože je Campbellův diagram nejčastěji používaným prostředkem pro predikci mož-
ných rezonančních stavů u rotorových soustav, existuje několik dalších diagramů pro sta-
novení rezonančních stavů, které se snaží odstranit nevýhody Campbellova diagramu.
Mezi jeho nevýhody patří, že pracuje pouze s imaginární částí komplexního čísla. Reálná
složka, která nese informaci o stabilitě soustavy, je zanedbávána. A další nevýhodou je
fakt, že Campbellův diagram predikuje stavy, které jsou pouze potencionálně kritické.
Z Campbellova diagramu nelze stanovit, které kritické otáčky povedou k meznímu stavu
lomu.
Druhou nevýhodu Campbellova diagramu řeší tzv. SAFE7 diagram. V algoritmu se-
stavování diagramu je doplněno kritérium dosažení rezonančního stavu, které říká, že pod-
mínkou pro dosažení rezonance soustavy je rovnost budící a vlastní frekvence a zároveň
budící síla musí být ve fázi s deformačním posunutím, aby tak bylo dosaženo maximální
hodnoty mechanické práce. Detailní popis SAFE diagramu lze nalézt např. v [4] nebo [26].
7Singh’s Advanced Frequency Diagram
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3.6 Rotačně periodické struktury
Součásti, jako např. turbíny, mají strukturu tvořenou opakujícími se částmi. Tomuto
opakování stejných segmentů v obvodovém směru se říká cyklická symetrie a takovéto
součásti jsou označovány pojmem rotačně periodické struktury. Příklad součásti, která
vykazuje cyklickou symetrii, je na obrázku 3.13, což je geometrie analyzovaného oběžného
kola parní turbíny. Na obrázku 3.14 je zobrazen jeden charakteristický segment.
Obrázek 3.13: Olopatkovaný disk Obrázek 3.14: Charakteristický segment
Pro výpočtové modelování rotačně periodických struktur za použití metody koneč-
ných prvků lze použít dva odlišné přístupy. Jedním z nich je analýza celé struktury bez
dalších úprav. Druhou možností je využití periodicity struktury a řešení problému pouze
na jednom charakteristickém segmentu. Výsledky z analýz při použití obou metod jsou
identické, ale použití cyklické symetrie výrazně snižuje nároky na výpočetní čas. Výpočet
se provádí pouze na jednom segmentu, následně je však převeden na celou strukturu,
takže je možné stanovit výsledky v libovolném bodě soustavy. Teoretický popis metody
cyklické symetrie je uveden např. v [10] nebo [23].
Řešení analýz rotačně periodických struktur pomocí cyklické symetrie je pro své
výhody velmi používané. Například v programu ANSYS Mechanical APDL, který byl
využíván pro řešení této práce, lze pomocí tohoto přístupu řešit statické, modální, har-
monické, stabilitní a magnetické analýzy. [1].
V následující části textu bude popsán algoritmus řešení rotačně periodických struktur
pomocí cyklické symetrie v analýzách kmitání soustav. Pro definování charakteristického






kde N představuje počet segmentů v obvodovém směru. Při analýze kmitání soustav
pomocí cyklické symetrie se využívá poznatku, že pokud je soustava v rezonanci, pak
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se uzlové čáry po struktuře nepohybují, tzn. dochází ke stojatému vlnění. Přetvoření na
pravém a levém čele charakteristického segmentu lze popsat rovnicí
δR = expiν δL , (3.46)
kde δR resp. δL jsou přetvoření na pravém, resp. levém čele, i =
√−1 je imaginární
jednotka a ν je konstanta šíření vln, která musí splňovat podmínku
expiNν . (3.47)
U rotačně periodických struktur je možné vybudit pouze vlastní tvary s počtem uzlo-
vých průměrů, nepřesahující určitou hodnotu, která se nazývá harmonický index p. Pro































Záporné hodnoty harmonického indexu jsou spojeny se stejným tvarem kmitu jako jejich
odpovídající kladné hodnoty, pouze s obráceným směrem šíření. Vlastní frekvence jsou
také identické, proto není nutné záporné hodnoty harmonického indexu zahrnovat do
výpočtu.
Dosazením hodnot harmonického indexu do rovnice (3.46) lze stanovit všech (N/2 + 1)























, . . . ,
2pi(N − 1)
2N
, pi pro lichéN . (3.52)
Pohybová rovnice celé soustavy je dána rovnicí ve tvaru
Mq¨ + Bq˙ + [KE + KG + KS]q = f(t) , (3.53)
kde KE je matice elastické tuhosti, KG je matice geometrické tuhosti a KS je matice
přídavné tuhosti8. Substitucí rovnice (3.45) do (3.53) a převedením rovnice na problém
volného netlumeného kmitání bude mít výsledná pohybová rovnice pro charakteristický
segment tvar
Mq¨ + [KE + KG + KS]q = 0 , (3.54)
kde matice [KE + KG + KS] je funkcí konstanty šíření vln ν.
Pro řešení vynuceného kmitání se předpokládá, že síly působící na celou strukturu lze
8index S z anglického supplementary
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stanovit jako sumu konečné hodnoty dvourozměrných Fourierových harmonických funkcí,
z nichž každá má vlastnost, že všechny segmenty jsou zatíženy stejnými silami se stej-
ným fázovým posuvem mezi segmenty, rovným příslušnému fázovému posuvu Fourierovy
harmonické funkce. Charakteristický segment je analyzován zvlášť pro každou dvourozměr-
nou Fourierovu funkci. Silové působení na k-tý stupeň volnosti j-tého segmentu rotační






kde Apk(t) je okamžitá hodnota dvourozměrné Fourierovy funkce sílového působení, sou-
visející s konstantou šíření vln. Rovnice (3.55) je použitelná pro libovolné rozdělení sil,
působící na strukturu. Lze dokázat, že pro okamžitou hodnotu dvourozměrné Fourierovy








Z rovnice (3.56) vyplývá, že pokud je známé silové působení Fij na k-tý DOF každého
segmentu, pak může být stanovena dvourozměrná Fourierova funkce sílového působení Apk
pro k-tý DOF, a to ze silového působení na každou množinu příslušných stupňů volnosti
segmentu.
Díky rozkladu sil, daného rovnicí (3.56), lze sestavit pohybovou rovnici přechodového
kmitání charakteristického segmentu pro danou dvourozměrnou Fourierovu funkci síly ve
tvaru
Mpu¨p(t) + Bpu˙p(t) + Kpup(t) = Ap(t) , (3.57)
kde Mp, Bp a Kp jsou matice hmotnosti, tlumení a tuhosti charakteristického segmentu
související s p-tou harmonickou funkcí sílového působení a up je vektor přetvoření
charakteristického segmentu.
Vektor odezvy soustavy dj(t) je dán sloučením vektoru přetvoření charakteristického
segmentu pro každou Fourierovu harmonickou funkci dle vztahů:
pro liché N
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4 Výpočtové modelování oběžného
kola s různými délkami lopatek
Tato kapitola se zabývá tvorbou dílčích výpočtových modelů a realizace algoritmu
modální analýzy na několika variantách oběžného kola s různými délkami lopatek. Veškeré
charakteristiky, které jsou použity pro výpočtové modelování, jsou stanoveny z původní
varianty oběžného kola, u kterého došlo k meznímu stavu lomu. Návrh na řešení problémo-
vé situace, kterou je havárie oběžného kola, tkvěl v prodloužení délky lopatek tak, aby
soustava nepracovala v oblasti rezonance. Proto jsou provedeny modální analýzy oběž-
ných kol stejné geometrie jako u havarovaného kola, pouze s odlišnými délkami lopatek.
První modální analýza je provedena na havarovaném oběžném kole. Jejím cílem je
potvrzení předpokladu, že mezní stav lomu je zapříčiněn vynuceným kmitáním soustavy
na frekvenci blízké její vlastní frekvenci, a tudíž lom je způsoben vysokocyklickou úna-
vou materiálu. Následné modální analýzy jsou provedeny na oběžných kolech, která mají
stejnou geometrii jako původní kolo, pouze s odlišnou délkou lopatek. Cílem těchto analýz
je stanovit vliv změny délky lopatek na modální vlastnosti oběžného kola a zároveň ze
zadaných délek lopatek oběžného kola vybrat takovou konfiguraci, která bude vhodná pro
řešení problémové situace.
Délka lopatky oběžného kola, u něhož došlo k meznímu stavu lomu, je 30 mm. Po
konzultaci se zadavatelem byly nadefinovány délky lopatek dalších variant oběžného kola
na hodnoty 40 mm, 50 mm, 60 mm, 70 mm a 80 mm. V následujících částech textu je po-
psáno řešení modálních analýz oběžného kola s různými délkami lopatek. Pro přehlednost
jsou jednotlivé varianty dále označovány názvy, uvedenými v tabulce 4.1.
Tabulka 4.1: Varianty oběžného kola
Označení Délka lopatek
Oběžné kolo 1 30 mm
Oběžné kolo 2 40 mm
Oběžné kolo 3 50 mm
Oběžné kolo 4 60 mm
Oběžné kolo 5 70 mm
Oběžné kolo 6 80 mm
4.1 Model materiálu
Při výpočtovém modelování je použita lineární teorie kmitání, která vychází z předpokladu
malých výchylek při periodickém pohybu kolem rovnovážné polohy. Pro řešení pohybové
rovnice v případě použití lineárně elastického izotropního modelu materiálu je nutné sta-
novit tři nezávislé materiálové parametry. Dva charakterizující lineárně elastický izotropní
model materiálu a jeden popisující měrnou hmotnost soustavy, což je hustota.
Oběžné kolo 1 je vyrobeno z žárupevné oceli k zušlechťování. Normativní označení
této oceli je v tabulce 4.2. Hustotu použité oceli lze vyčíst z materiálového listu, který je
uveden v příloze A. Zde je uvedena hodnota ρ = 7700 kg m−3.
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Tabulka 4.2: Materiál oběžného kola
Označení normy Označení materiálu
ČSN EN 10 027-1 X22CrMoV12-1
ČSN EN 10 027-2 1.4923
ČSN 42 0002 17 137
Lineárně elastický izotropní model materiálu je popsán dvěma nezávislými charakteris-
tikami. Pro řešení zadaného problému byly použity modul pružnosti v tahu a Poissonovo
číslo. Hodnota bezrozměrného Poissonova čísla není v materiálovém listu uvedena. Po
konzultaci se zadavatelem byla jeho hodnota stanovena na µ = 0,3.
Modul pružnosti v tahu E je v materiálovém listu uveden jako funkce teploty. Pro
jeho stanovení je nutné znát provozní podmínky, za kterých soustava pracuje. Ty jsou
uvedeny v tabulce 4.3.
Tabulka 4.3: Provozní podmínky
Provozní veličina Hodnota
Otáčky rotoru 11 000 min−1
Teplota 190 ◦C
Pro provozní teplotu 190 ◦C je dle dat z materiálového listu modul pružnosti v tahu
roven E = 200 GPa. Všechny materiálové parametry využívané pro výpočtové modelování
a jejich hodnoty jsou uveden v tabulce 4.4.
Tabulka 4.4: Materiálové parametry
Hustota ρ = 7700 kg m−3
Poissonovo číslo µ = 0,3
Modul pružnosti v tahu E = 200 GPa
Model materiálu, popsaný v této kapitole, je použit pro všechny varianty délek lopatek
oběžného kola.
4.2 Model okrajových podmínek
Oběžné kolo parní turbíny je uloženo na hřídel, který je považován za dokonale tuhé,
nekmitající těleso. Jelikož je přenos kroutícího momentu mezi oběžným kolem a hřídelem
zajištěn dvojicí per na hřídeli, tak lze říci, že nedochází k prokluzům mezi oběma sou-
částmi. Proto je ve všech uzlech konečnoprvkové sítě na vnitřním průměru zamezen posuv
jak v radiálním, tak v tangenciálním směru. Pohyb v axiálním směru kola je konstrukčně
omezen dosednutím čela disku na osazení na hřídeli. V dílčím výpočtovém modelu okrajo-
vých podmínek je proto do uzlů na dosedací ploše disku zavedena podmínka nulového
posuvu v axiálním směru.
Výše uvedenými okrajovými podmínkami je zamezen pohyb soustavy jako celku ve
všech souřadnicových směrech. Takto formulovaný model okrajových podmínek je použit
pro výpočtové modelování všech variant oběžného kola.
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4.3 Model geometrie
4.3.1 Oběžné kolo 1
Jak je uvedeno v tabulce 4.1, tato varianta oběžného kola má délku lopatky 30 mm. Jedná
se o součást, u které došlo k meznímu stavu lomu.
Trojrozměrný CAD model geometrie oběžného kola 1 byl dodán od zadavatele. Dvoj-
rozměrné zobrazení modelu je na obrázku 4.1. Původní geometrie však obsahuje řadu
konstrukčních prvků, které by komplikovaly tvorbu konečnoprvkové sítě. Je obecně uzná-
vaným faktem, že pro analýzy dynamiky soustav pomocí MKP je nejvhodnější sestavit
hrubou rovnoměrnou síť. Z tohoto důvodu je nutné odstranit geometrické entity, jejichž
odebráním nedojde k výrazné změně hmotnosti a tuhosti soustavy a zároveň se zjednoduší
tvorba konečnoprvkové sítě.
Rotační periodicita oběžného kola je narušena pouze několika prvky struktury.
Z důvodu snížení výpočetního času je pro řešení modálních analýz použit přístup cyklické
symetrie. Aby však tento přístup mohl být využit, bylo nutné odstranit z geometrie právě
ty prvky, které rotační periodicitu porušují.
Obrázek 4.1: Úplný model Obrázek 4.2: Upravený model
Úpravy geometrie nebylo možné provést na původním 3D CAD modelu. Bylo nutné
vytvořit nový model geometrie, a to podle výkresové dokumentace součásti. Trojrozměrný
CAD model je vytvořen v software Autodesk Inventor 2013. Na obrázku 4.2 je upravená
geometrie oběžného kola. Z důvodu porušení rotační periodicity jsou z modelu geometrie
odstraněny drážky pro pero a šest manipulačních otvorů v disku. Pro zjednodušení
geometrie jsou dále odstraněny osazení na bocích disku, sražení hran, drážka na vnějším
okraji disku, zaoblení uvnitř zahloubení v lopatce a zaoblení v přechodu disku a lopatek.
Porovnání objemu úplného a upraveného modelu geometrie se nachází v tabulce 4.5.
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Tabulka 4.5: Objem modelů
Úplný model 6,46× 10−3 m3
Upravený model 6,64× 10−3 m3
Posledním krokem v úpravách geometrie bylo „vyříznutíÿ segmentu, charakterizujícího
rotační periodicitu oběžného kola. Jelikož všechny varianty oběžných kol mají 78 lopatek,
rovnoměrně rozložených po obvodu disku, tak plochy řezu musí být vůči sobě pootočeny
o úhel 4,615◦ kolem osy rotace disku.
Pro tvorbu sítě v MKP by bylo optimální, kdyby byl řez proveden dvěma rovinami, ve
kterých leží osa disku. V takovém případě je však lopatka rozdělena na dvě diskontinuální
části, což je ukázáno na obrázku 4.3. Pro potřeby tvorby konečnoprvkové sítě je vhodné,
aby lopatka v charakteristickém segmentu byla nerozdělená. Na obrázku 4.4 je znázorněn
charakteristický segment, který je použit pro modální analýzu oběžného kola 1.
Obrázek 4.3: Řez rovinami Obrázek 4.4: Řez obecnými plochami
4.3.2 Oběžné kolo 2 až 6
Jedná se o varianty oběžného kola s délkami lopatek 40 mm, 50 mm, 60 mm, 70 mm
a 80 mm. Vytvoření modelu geometrie a selekce charakteristického segmentu probíhalo
u všech variant stejným způsobem.
Při tvorbě modelu geometrie se vychází z upravené varianty modelu geometrie oběž-
ného kola 1, která neobsahuje „problematickéÿ entity z hlediska využití cyklické syme-
trie a následné tvorby konečnoprvkové sítě. U takto upraveného modelu geometrie byly
lopatky prodlouženy tak, aby zůstala zachována hloubka zahloubení v lopatce a zároveň
aby se vnější průměr oběžného kola zvětšil o dvojnásobek prodloužení lopatky vůči pů-
vodní variantě.
Tvar ploch řezu pro tvorbu charakteristických segmentů je u všech analyzovaných
variant oběžného kola stejný jako u oběžného kola 1. Charakteristické segmenty všech
oběžných kol jsou v příloze B.
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4.4 Konečnoprvková síť
Síť konečných prvků musí pří řešení zadané problémové situace splňovat dvě podmínky.
Za prvé je nutné v analýzách s využitím cyklické symetrie splnit podmínku stejné topo-
logie uzlů sítě na obou řezných plochách. A druhou podmínkou, nebo lépe řečeno územ,
který je využíván v analýzách dynamických vlastností, je sestavení hrubé rovnoměrné
sítě konečných prvků. V průběhu řešení bylo vyzkoušeno několik tvarů charakteristických
segmentů a na nich vytvořených sítí konečných prvků. Na obrázku 4.5 je konečnoprvková
síť, která je použita v modální analýze oběžného kola 1. Pro tuto síť konečných prvků
je dosaženo vysoké pravidelnosti, nízké degenerovanosti elementů sítě a také nízkého vý-
početního času, což jsou hlavní důvody pro použití této varianty sítě.
Síť je tvořena jedním typem elementu, konkrétně prostorovým čtyřstěnem nebo jeho
tvarově degenerovanou podobou, prostorovým tetraedrem. Prostorový čtyřstěn má v kaž-
dém ze svých 8 uzlů 3 DOF. Jedná se o „tři složky posuvů u, v, w, které jsou aproximovány
lineární funkcí tří prostorových souřadnicÿ[24]. V programu ANSYS Mechanical APDL
nese tento element označení SOLID185 [2].
Jak lze vidět na obrázku 4.5, tak síť je většinově tvořena osmiuzlovou variantou
elementu SOLID185. Tetraedry byly použity pouze ve třech oblastech, které jsou tva-
rově komplikované, což je vidět na obrázku 4.6. Jedná se o oblasti přechodu mezi diskem
a lopatkou, oblast v lopatce, kde se mění její průřez a oblast na volném konci lopatky.
Na obrázcích 4.5 a 4.6 je zobrazena síť konečných prvků, vytvořená na modelu geo-
metrie oběžné kolo 1. Konečnoprvkové sítě, vytvořené na ostatních variantách oběžného
kola, jsou zobrazeny v příloze C.




Při vyšetřování modálních vlastností všech variant oběžného kola se vychází z předpo-
kladu, že disk je konzervativní soustava, tzn. platí K = KT ∧ B = 0. Z tohoto předpo-
kladu vyplývá, že tlumení soustavy je zanedbáno. Řeší se tedy volné netlumené kmitání
disku. Pro stanovení vlastních frekvencí a vlastních vektorů je ve všech analýzách použita
metoda Block Lanczos, což je algoritmus pro řešení konzervativních soustav (detailní po-
pis metody je v kapitole 3.4.1).
Metoda Block Lanczos při použití metody cyklické symetrie umožňuje nastavit ně-
kolik omezujících kritérií, kterými je možné determinovat požadované vlastní tvary, jenž
mají být nalezeny. Jednak je možné nastavit počet vlastních čísel, která mají být sta-
novena. Dále lze stanovit frekvenční rozsah, ve kterém jsou vlastní frekvence hledány.
Největší předností metody Block Lanczos ve spojení s metodou cyklické symetrie je však
stanovení požadovaných hodnot harmonického indexu, pro které má být stanoven požado-
vaný počet vlastních čísel. Jinými slovy, lze určit počet uzlových průměrů vlastního tvaru
periodické rotační struktury. Pro každý zadaný počet uzlových průměrů i lze determino-
vat počet vlastních tvarů j, které budou vždy obsahovat i uzlových průměrů. Proměnný
bude počet uzlových kružnic. Touto omezující podmínkou lze tudíž přesně určit, jak mají
vypadat výsledné vlastní tvary co do počtu a typu uzlových čar.
Obecně neplatí předpoklad, že pro stejný počet uzlových kružnic má vyšší vlastní
frekvenci ten vlastní tvar kmitu, který má více uzlových průměrů. Stejně tak obecně ne-
platí předpoklad, že pro stejný počet uzlových průměrů má vyšší vlastní frekvenci ten
vlastní tvar kmitu, který má více uzlových kružnic. Při využití třetí omezující podmínky
lze výsledkový soubor sestavit tak, že lze poměrně přesně predikovat vzhled vlastního
tvaru periodické rotační struktury, pokud je známá pouze vlastní frekvence.
Třetí omezující podmínka je velmi výhodná např. pro sestavování Campbellova dia-
gramu, který slouží pro stanovování kritických otáček (detailní popis Campbelova dia-
gramu je v kapitole 3.5). Již v zadání této práce je jako jeden z cílů řešení stanoveno se-
stavení Campbellových diagramů pro všechny varianty oběžného kola. Z důvodu dosažení
tohoto cíle byly modální analýzy nastaveny tak, aby zpracováním výsledných modálních
vlastností bylo možné sestavit tyto digramy. Před výpočtovým modelováním bylo stanove-
no, že Campbellovy diagramy budou sestaveny ve dvou variantách. Jednak je sestaven tzv.
Kompletní Campbellův diagram, jehož detailní popis je na obrázku 3.12, ve kterém jsou
zobrazeny spojnice všech majoritních rezonancí olopatkovaného disku. A druhá varianta
Campbellova diagramu je využívána pro predikci kritických otáček s ohledem na poten-
cionální vznik mezního stavu.
V procesu řešení bylo stanoveno, že je z hlediska výpočtového času vhodnější, aby
pro sestavení každé varianty Campbellova diagramu byla provedena samostatná analýza.
Modální analýza, jejíž výsledky jsou použity pro sestavení „Kompletního Campbellova
diagramuÿ, je v dalším textu označena jako „Modální analýza 1ÿ. Její algoritmus je na-
staven tak, že jsou hledány pouze vlastní tvary bez uzlových čar a harmonický index p
(pro sudý počet charakteristických segmentů N = 78) nabývá dle rovnice (3.49) hodnot:
p = 1, 2, . . . , 38 . (4.1)
Modální analýza, jejíž výsledky jsou použity pro predikci kritických otáček s ohledem na
potencionální vznik mezního stavu, je v dalších částech práce označována jako „Modální
analýza 2ÿ. U této modální analýzy je algoritmus řešení nastaven tak, že jsou hledány
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vlastní tvary s jedním až šesti uzlovými průměry, tzn. harmonický index se mění v mezích
1 až 6 s krokem 1. Pro každou hodnotu harmonického indexu má být nalezeno prvních
pět vlastních tvarů s příslušným počtem uzlových průměrů.
Pro sestavování Campbellových diagramů a jejich vyhodnocování se využívají vlastní
tvary bez uzlových kružnic (viz podkapitola 6.2). V modální analýze 2 je určováno pět
nejnižších vlastních frekvencí a jim odpovídajících vlastních tvarů z důvodu, aby byl
prozkoumán vliv počtu uzlových kružnic na hodnotu vlastních frekvencí. Ačkoli obecně
neplatí, že pro danou hodnotu harmonického indexu s rostoucí hodnotou vlastní frekvence
roste počet uzlových kružnic vlastního tvaru, tak ve všech šesti vyšetřovaných variantách
je tento předpoklad splněn. Toto bylo potvrzeno i analýzou výsledných vlastních tvarů
v modální analýze 1, kdy pro všech 38 hodnot harmonického indexu neobsahují vlastní
tvary, asociované s nejnižští vlastní frekvencí, žádné uzlové kružnice. Z modální ana-
lýzy 1 také vyplývá, že ve všech šesti řešených variantách s rostoucím počtem uzlových
průměrů roste vlastní frekvence. Tento předpoklad také obecně neplatí.
V nejjednoduším případě je Campbellův diagram sestavován za předpokladu, že nedo-
chází k vystužení soustavy vlivem její rotace, tzn. že vlastní frekvence je s rostoucími otáč-
kami konstantní. Campbellův diagram olopatkovaného disku bez zahrnutí vlivu zpevnění
je na obrázku 3.12. Při nezahrnutí vlivu zpevnění soustavy úhlovou rychlostí je nicméně
vnášena do výsledků nezanedbatelná nepřesnost. Proto je do všech modálních analýz za-
nesen i vliv vyztužení soustavy vlivem její rotace. Modální vlastnosti jsou získány tak, že
je nejdříve provedena statická analýza, ve které je předepsáno zatížení zvolenou úhlovou
rychlostí, a následně jsou tyto výsledky použity jako vstupní data pro modální analýzu.
Tento typ modální analýzy se označuje jako „Pre-Stressed Modal Analysisÿ1.
U modální analýzy 1 jsou vlastní frekvence stanoveny ve 21 krocích, ve kterých se
stanovuje vliv změny otáček disku na hodnotu vlastních frekvencí. Hodnota otáček disku
v i-tém kroku algoritmu řešení je určena ze vztahu
ni = i · 5000− 5000 [min−1], pro i = 1, 2, . . . , 21 . (4.2)
Algoritmus řešení modální analýzy 2 pro stanovení zpevnění vlivem otáček pro výpočet
využívá 11 kroků. V j-tém kroku algoritmu řešení se pak otáčky, kterými disk rotuje,
stanoví dle vztahu
nj = j · 1400− 1400 [min−1], pro j = 1, 2, . . . , 11 . (4.3)
Ze vztahů pro stanovení otáček disku v obou variantách modální analýzy vyplývá, že
první krok výpočtu je proveden na nerotující soustavě, tzn. n = 0 min−1.
V následujících částech této kapitoly jsou uvedeny výsledky obou modálních analýz pro
všechny analyzované varianty oběžného kola při otáčkách disku n = 0 min−1, a také je pro
každou analyzovanou variantu zobrazen vlastní tvar kmitu s jedním uzlovým průměrem
a bez uzlové kružnice. U jednotlivých vlastních tvarů jsou vyhodnoceny celkové posuvy
jednotlivých uzlů sítě. Škála hodnot posuvů, které odpovídají jednotlivé barvy v obrázku,
není uvedena, a to z důvodu, že posuvy v případě volného netlumeného kmitání jsou
normovány, v tomto případě podle matice hmotnosti. Obrázky v takovém případě dávají
pouze informaci, která místa kmitají s maximální amplitudou, na obrázcích znázorněny
červenou barvou, a která místa jsou trvale v klidu, znázorněná modrou barvou.
1Pre-Stressed Modal Analysis - Předepjatá modální analýza
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4.5 MODÁLNÍ ANALÝZA
4.5.1 Oběžné kolo 1
Do tabulky 4.6 jsou zaneseny výsledné vlastní frekvence, které jsou výstupem z modální
analýzy 1, provedené na výpočtovém modelu oběžného kola 1 při otáčkách n = 0 min−1.
Tabulka 4.6: Oběžné kolo 1 - modální analýza 1
p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz]
1 493,02 9 5552,39 17 9982,10 25 10 563,06 33 10 705,77
2 553,00 10 6435,20 18 10 133,73 26 10 590,45 34 10 714,29
3 866,17 11 7255,88 19 10 245,73 27 10 614,33 35 10 721,17
4 1401,69 12 7985,33 20 10 330,66 28 10 635,23 36 10 726,48
5 2085,44 13 8603,49 21 10 397,02 29 10 653,55 37 10 730,24
6 2874,89 14 9102,51 22 10 450,38 30 10 669,58 38 10 732,49
7 3737,63 15 9487,39 23 10 494,37 31 10 683,52
8 4641,47 16 9773,62 24 10 531,40 32 10 695,54
Pro stanovení kritických otáček oběžného kola 1 jsou využity výsledné vlastní
frekvence stanovené z modální analýzy 2. Vlastní frekvence při otáčkách n = 0 min−1
jsou zapsány do tabulky 4.7. První řádek tabulky představuje počet uzlových kružnic
d a první sloupec reprezentuje počet uzlových průměrů e příslušného vlastního tvaru.
Tabulka 4.7: Oběžné kolo 1 - modální analýza 2
e \ d 0 1 2 3 4
1 493,02 Hz 2617,11 Hz 2917,39 Hz 6128,84 Hz 6307,01 Hz
2 553,00 Hz 2915,71 Hz 5024,25 Hz 6623,70 Hz 7011,27 Hz
3 866,17 Hz 3497,01 Hz 6678,32 Hz 7358,76 Hz 8600,45 Hz
4 1401,69 Hz 4338,19 Hz 8027,76 Hz 8329,94 Hz 10 014,90 Hz
5 2085,44 Hz 5365,73 Hz 9046,84 Hz 9476,35 Hz 11 126,89 Hz
6 2874,89 Hz 6507,78 Hz 9703,18 Hz 10 677,34 Hz 12 184,84 Hz
Na obrázku 4.7 je vlastní tvar s jedním uzlovým průměrem a bez uzlové kružnice.
Další vlastní tvary, důležité pro sestavení Campbellova diagramu, jsou v příloze D.1.
Obrázek 4.7: Oběžné kolo 1 - d = 0 a e = 1 - Ω1,1 = 493,02 Hz
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4.5.2 Oběžné kolo 2
Vlastní frekvence, stanovené modální analýzou 1 a modální analýzou 2, zapsané v tabul-
kách 4.8 a 4.9, jsou stanovené při otáčkách n = 0 min−1. Popis tabulek je stejný jako v části
4.5.1.
Tabulka 4.8: Oběžné kolo 2 - modální analýza 1
p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz]
1 463,44 9 4586,11 17 6605,85 25 6712,35 33 6762,43
2 518,06 10 5152,02 18 6628,25 26 6720,62 34 6766,00
3 805,21 11 5627,37 19 6645,59 27 6728,32 35 6768,94
4 1288,36 12 6002,64 20 6659,97 28 6735,46 36 6771,24
5 1889,77 13 6270,40 21 6672,48 29 6742,03 37 6772,88
6 2560,31 14 6434,16 22 6683,70 30 6748,02 38 6773,87
7 3258,97 15 6523,69 23 6693,97 31 6753,43
8 3946,11 16 6574,11 24 6703,49 32 6758,24
Tabulka 4.9: Oběžné kolo 2 - modální analýza 2
e \ d 0 1 2 3 4
1 463,44 Hz 2428,18 Hz 2799,20 Hz 5688,00 Hz 5820,12 Hz
2 518,06 Hz 2704,91 Hz 4861,25 Hz 5861,49 Hz 6143,93 Hz
3 805,21 Hz 3242,32 Hz 6217,22 Hz 6605,70 Hz 6810,16 Hz
4 1288,36 Hz 4012,37 Hz 6463,60 Hz 7625,71 Hz 8144,88 Hz
5 1889,77 Hz 4936,77 Hz 6589,57 Hz 8598,88 Hz 9521,13 Hz
6 2560,31 Hz 5933,59 Hz 6674,93 Hz 9537,65 Hz 10 792,29 Hz
Na obrázku 4.8 je vlastní tvar s jedním uzlovým průměrem a bez uzlové kružnice.
Další vlastní tvary, důležité pro sestavení Campbellova diagramu, jsou v příloze D.2.
Obrázek 4.8: Oběžné kolo 2 - d = 0 a e = 1 - Ω2,1 = 463,44 Hz
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4.5.3 Oběžné kolo 3
Vlastní frekvence, stanovené modální analýzou 1 a modální analýzou 2, zapsané v tabul-
kách 4.10 a 4.11, jsou stanovené při otáčkách n = 0 min−1. Popis tabulek je stejný jako
v části 4.5.1.
Tabulka 4.10: Oběžné kolo 3 - modální analýza 1
p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz]
1 435,33 9 3699,25 17 4466,81 25 4502,41 33 4525,51
2 484,87 10 4029,07 18 4472,48 26 4506,03 34 4527,24
3 746,92 11 4251,01 19 4477,48 27 4509,49 35 4528,67
4 1178,64 12 4364,00 20 4482,09 28 4512,75 36 4529,79
5 1697,81 13 4413,27 21 4486,45 29 4515,80 37 4530,60
6 2249,42 14 4437,13 22 4490,65 30 4518,62 38 4531,08
7 2788,92 15 4450,82 23 4494,70 31 4521,18
8 3280,33 16 4459,95 24 4498,62 32 4523,49
Tabulka 4.11: Oběžné kolo 3 - modální analýza 2
e \ d 0 1 2 3 4
1 435,33 Hz 2237,72 Hz 2646,58 Hz 4789,93 Hz 5320,05 Hz
2 484,87 Hz 2490,45 Hz 4193,58 Hz 4970,31 Hz 5653,09 Hz
3 746,92 Hz 2979,82 Hz 4443,93 Hz 6213,76 Hz 6361,83 Hz
4 1178,64 Hz 3670,94 Hz 4509,23 Hz 6963,39 Hz 7752,47 Hz
5 1697,81 Hz 4401,94 Hz 4636,33 Hz 7795,51 Hz 9009,15 Hz
6 2249,42 Hz 4520,97 Hz 5434,50 Hz 8484,28 Hz 9812,88 Hz
Na obrázku 4.9 je vlastní tvar s jedním uzlovým průměrem a bez uzlové kružnice.
Další vlastní tvary, důležité pro sestavení Campbellova diagramu, jsou v příloze D.3.
Obrázek 4.9: Oběžné kolo 3 - d = 0 a e = 1 - Ω3,1 = 435,33 Hz
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4 VÝPOČTOVÉMODELOVÁNÍ OBĚŽNÉHOKOLA S RŮZNÝMI DÉLKAMI LOPATEK
4.5.4 Oběžné kolo 4
Vlastní frekvence, stanovené modální analýzou 1 a modální analýzou 2, zapsané v tabul-
kách 4.12 a 4.13, jsou stanovené při otáčkách n = 0 min−1. Popis tabulek je stejný jako
v části 4.5.1.
Tabulka 4.12: Oběžné kolo 4 - modální analýza 1
p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz]
1 408,75 9 2949,19 17 3193,13 25 3209,50 33 3222,13
2 453,55 10 3090,50 18 3195,30 26 3211,43 34 3223,10
3 691,71 11 3146,05 19 3197,37 27 3213,29 35 3223,91
4 1074,12 12 3167,83 20 3199,41 28 3215,06 36 3224,54
5 1514,92 13 3178,19 21 3201,44 29 3216,73 37 3224,99
6 1957,18 14 3184,04 22 3203,48 30 3218,29 38 3225,27
7 2360,43 15 3187,87 23 3205,51 31 3219,71
8 2698,09 16 3190,74 24 3207,52 32 3221,00
Tabulka 4.13: Oběžné kolo 4 - modální analýza 2
e \ d 0 1 2 3 4
1 408,75 Hz 2053,94 Hz 2415,95 Hz 3861,30 Hz 4936,05 Hz
2 453,55 Hz 2281,93 Hz 3150,46 Hz 4792,99 Hz 5224,05 Hz
3 691,71 Hz 2720,08 Hz 3234,96 Hz 5727,43 Hz 6182,41 Hz
4 1074,12 Hz 3191,55 Hz 3415,74 Hz 6403,63 Hz 7461,89 Hz
5 1514,92 Hz 3240,37 Hz 4125,54 Hz 7086,44 Hz 8085,33 Hz
6 1957,18 Hz 3252,51 Hz 4939,87 Hz 7485,09 Hz 8860,23 Hz
Na obrázku 4.10 je vlastní tvar s jedním uzlovým průměrem a bez uzlové kružnice.
Další vlastní tvary, důležité pro sestavení Campbellova diagramu, jsou v příloze D.4.
Obrázek 4.10: Oběžné kolo 4 - d = 0 a e = 1 - Ω4,1 = 408,75 Hz
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4.5 MODÁLNÍ ANALÝZA
4.5.5 Oběžné kolo 5
Vlastní frekvence, stanovené modální analýzou 1 a modální analýzou 2, zapsané v tabul-
kách 4.14 a 4.15, jsou stanovené při otáčkách n = 0 min−1. Popis tabulek je stejný jako
v části 4.5.1.
Tabulka 4.14: Oběžné kolo 5 - modální analýza 1
p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz]
1 383,71 9 2319,43 17 2387,36 25 2396,17 33 2403,81
2 424,14 10 2358,30 18 2388,36 26 2397,31 34 2404,41
3 639,85 11 2372,29 19 2389,38 27 2398,43 35 2404,91
4 976,06 12 2378,54 20 2390,44 28 2399,50 36 2405,30
5 1345,49 13 2381,82 21 2391,54 29 2400,51 37 2405,58
6 1694,02 14 2383,82 22 2392,68 30 2401,46 38 2405,75
7 1988,85 15 2385,21 23 2393,84 31 2402,33
8 2205,94 16 2386,33 24 2395,00 32 2403,11
Tabulka 4.15: Oběžné kolo 5 - modální analýza 2
e \ d 0 1 2 3 4
1 383,71 Hz 1879,99 Hz 2087,71 Hz 3342,25 Hz 4601,09 Hz
2 424,14 Hz 2082,38 Hz 2405,34 Hz 4678,85 Hz 4856,28 Hz
3 639,85 Hz 2378,05 Hz 2546,82 Hz 5318,27 Hz 6011,95 Hz
4 976,06 Hz 2422,65 Hz 3086,29 Hz 5926,08 Hz 6774,32 Hz
5 1345,49 Hz 2432,63 Hz 3769,21 Hz 6385,27 Hz 7284,22 Hz
6 1694,02 Hz 2440,87 Hz 4530,25 Hz 6572,97 Hz 8208,97 Hz
Na obrázku 4.11 je vlastní tvar s jedním uzlovým průměrem a bez uzlové kružnice.
Další vlastní tvary, důležité pro sestavení Campbellova diagramu, jsou v příloze D.5.
Obrázek 4.11: Oběžné kolo 5 - d = 0 a e = 1 - Ω5,1 = 383,71 Hz
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4.5.6 Oběžné kolo 6
Vlastní frekvence, stanovené modální analýzou 1 a modální analýzou 2, zapsané v tabul-
kách 4.16 a 4.17, jsou stanovené při otáčkách n = 0 min−1. Popis tabulek je stejný jako
v části 4.5.1.
Tabulka 4.16: Oběžné kolo 6 - modální analýza 1
p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz] p [-] Ω [Hz]
1 360,20 9 1825,97 17 1848,83 25 1854,09 33 1859,06
2 396,63 10 1838,01 18 1849,35 26 1854,82 34 1859,46
3 591,47 11 1842,90 19 1849,92 27 1855,54 35 1859,78
4 885,35 12 1845,23 20 1850,53 28 1856,24 36 1860,04
5 1192,22 13 1846,50 21 1851,19 29 1856,90 37 1860,23
6 1463,89 14 1847,27 22 1851,89 30 1857,52 38 1860,34
7 1672,37 15 1847,84 23 1852,61 31 1858,09
8 1788,23 16 1848,34 24 1853,34 32 1858,60
Tabulka 4.17: Oběžné kolo 6 - modální analýza 2
e \ d 0 1 2 3 4
1 360,20 Hz 1684,99 Hz 1774,21 Hz 3089,38 Hz 4308,78 Hz
2 396,63 Hz 1828,94 Hz 1960,86 Hz 4536,67 Hz 4579,00 Hz
3 591,47 Hz 1872,09 Hz 2303,06 Hz 4970,19 Hz 5823,47 Hz
4 885,35 Hz 1882,22 Hz 2828,19 Hz 5475,08 Hz 6055,46 Hz
5 1192,22 Hz 1888,46 Hz 3469,18 Hz 5704,92 Hz 6747,44 Hz
6 1463,89 Hz 1897,86 Hz 4187,52 Hz 5804,66 Hz 7694,97 Hz
Na obrázku 4.12 je vlastní tvar s jedním uzlovým průměrem a bez uzlové kružnice.
Další vlastní tvary, důležité pro sestavení Campbellova diagramu, jsou v příloze D.6.





Zadavatelem bylo pro provedení experimentálního modelování 1 poskytnuto oběžné kolo,
u něhož došlo k meznímu stavu lomu. Dodán byl i původní hřídel, na němž bylo oběžné
kolo uloženo. Nicméně ještě před dodáním oběžného kola byla z důvodu provedení da-
lších experimentů2 část disku s lopatkami vyříznuta. Tímto byla porušena periodicita
struktury. Rozsah výřezu lze vidět ve spodní části obrázku 5.1. I přes tento zásah do
geometrie oběžného kola bylo provedeno několik experimentů s cílem stanovit modální
vlastnosti oběžného kola experimentálním modelováním. V případě, že by výřez výrazně
neovlivnil modální vlastnosti soustavy, pak by výsledky experimentálního modelování
sloužily pro verifikaci výsledků výpočtového modelování.
Pro porovnání výsledků výpočtového a experimentálního modelování je nutné zajistit
v obou případech stejné okrajové podmínky. Ve výpočtovém modelování jsou deformač-
ní okrajové podmínky předepsány tak, aby co nejlépe simulovaly reálné uložení oběžného
kola na hřídel. Uložení kola na hřídeli je klasifikováno jako letmé. Do výpočtového modelu
je zahrnuto i zamezení axiálního posuvu na stykových plochách oběžného kola s hřídelem.
Přenos kroutícího momentu je realizován pomocí dvojice per na hřídeli, oběžné kolo je na
hřídeli uloženo s přesahem. Proto je ve výpočtovém modelu zamezen radiální a tangenci-
ální posuv uzlů na kontaktní ploše.
Pro dosažení co nejvěrnějšího uspořádání součástí vůči skutečnému konstrukčnímu
řešení byl první návrh na provedení experimentu takový, že oběžné kolo bude nasazeno
na původní místo na hřídeli a hřídel bude zavěšena v místě osazení pro spojení hřídele
s ložisky na lanech tak, že by osy oběžného kola i hřídele byly ve vodorovné poloze. To-
hoto uspořádání však není možné na dostupných součástech dosáhnout, jelikož z důvodu
nerozebiratelnosti původního spojení oběžného kola a hřídele byly při demontáži obě
součásti v oblasti kontaktních ploch zdeformovány natolik, že jejich opětovné spojení je
dostupnými prostředky nerealizovatelné.
Oběžné kolo se podařilo na hřídel nasadit tak, že průnik obou součástí v axiálním
směru má velikost cca 15 mm. U takto spojených součástí by bylo možné provést expe-
riment i v takové konfiguraci, aby osy oběžného kola i hřídele byly ve vodorovné poloze.
V takovém případě by ale hrozilo, že se díky nedostatečnému spojení součástí oběžné kolo
uvolní a poškodí, nebo poškodí laboratorní zařízení. Proto je zvolena jiná konfigurace ex-
perimentu, kde je konec hřídele bez oběžného kola položen na podložku a v blízkosti oběž-
ného kola je hřídel podepřen lanem tak, aby oběžné kolo nebylo v kontaktu s podložkou.
Tímto uložením je pravděpodobnost uvolnění oběžného kola minimalizována. Okrajové
podmínky jsou v tomto případě splněny pouze částečně. Pohyb v axiálním směru není
omezen a posuvy v radiálním a tangenciálním směru na vnitřním obvodu oběžného kola
jsou zamezeny pouze v části, kde jsou obě součásti v kontaktu. Tato konfigurace experi-
mentu je na obrázku 5.1.
1„Experimentální modelování je prostředkem k řešení problému na určitém objektu (tzv. primárním
objektu), přičemž modelovým objektem, který toto umožňuje, je materiální objekt (primární nebo jiný),
na němž se experiment realizuje.ÿ[12]
2„Reálný experiment je soustavou cílevědomých a cílevědomě řízených činností a prostředků k jejich
realizaci, které provádí subjekt na primárním aktivovaném reálném objektu s cílem získat objektivizované
informace o jeho projevech na základě přímého nebo zprostředkovaného měření (pozorování) na něm jako
podklad pro určité činnosti (řešení problému) na tomto nebo jiném objektu.ÿ[12]
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5.1 NÁVRH NA REALIZACI EXPERIMENTU
Měření3 je provedeno v několika různých bodech na disku. Soustava je vybuzena rázo-
vým kladívkem a odezva soustavy je snímána pomocí akcelerometru, připevněného k oběž-
nému kolu pomocí vosku. Při zpracování dat z měření se ve frekvenčním spektru obje-
vilo větší množství „peakůÿ (kterými lze detekovat vlastní frekvence soustavy) v porov-
nání s výsledky výpočtového modelování. Tento jev by naznačoval, že z důvodu vyříznutí
segmentu oběžného kola je porušena symetrie struktury a dochází k „rozdvojeníÿ vlastních
frekvencí. U rotačně symetrických struktur, jako jsou např. desky s kruhovou střednicovou
plochou, existuje pro daný počet uzlových čar pouze jedna vlastní frekvence, bez ohledu na
polohu uzlové čáry. U rotačně nesymetrických struktur, např. desky s obdélníkovou střed-
nicovou plochou, jsou pro daný počet uzlových čar dvě vlastní frekvence. Tudíž pokud je
porušena rotační symetrie součásti a dochází tedy k „rozdvojeníÿ vlastních frekvencí.
Pro potvrzení tohoto předpokladu je nutné odstranit další potencionální faktory, které
mohou ovlivnit modální vlastnosti. Konkrétně se jedná o nedokonalé nasazení oběžného
kola na hřídel a zároveň z obrázku 5.1 je patrné, že není zamezeno kontaktu lana a oběž-
ného kola. Proto je proveden druhý experiment, kdy je oběžné kolo demontováno z hřídele
a volně leží na podložce. V této konfiguraci nejsou splněny všechny deformační okrajové
podmínky, splněno je pouze zamezení posuvu v axiálním směru u stykových ploch mezi
hřídelem a oběžným kolem. Tato varianta experimentu je na obrázku 5.2. I v případě
této konfigurace soustavy je ve frekvenčním spektru větší množství vlastních frekvencí,
přičemž vlastní frekvence u oběžného kola volně položeného na podložce odpovídají co do
hodnoty výsledkům experimentu, u něhož je oběžné kolo nasazeno na hřídel.
Z výše popsaných výsledků obou variant experimentu vyplývá závěr, že s takto poško-
zeným oběžným kolem není možná verifikace výsledků výpočtového modelování pomocí
experimentálního modelování.
5.1 Návrh na realizaci experimentu
Jelikož z výše uvedených důvodů není možné experimentálně ověřit výsledky výpočtového
modelování, tak před využitím výsledků této práce při konstrukčních úpravách oběžného
kola je nutné provést ověření výsledků experimentálním modelováním. Jedna z možností,
jak experiment provést, je již popsána výše, a to tak, že je možné hřídel, na který je na-
lisováno oběžné kolo, zavěsit na lana tak, aby osy obou součástí byly ve vodorovné poloze.
Nevýhodou tohoto uspořádání je, že nelze následně soustavu rozebrat bez rizika poško-
zení kontaktních ploch. Jelikož jsou oběžné kolo i hřídel velmi nákladné součásti a jejich
znehodnocením by došlo k nemalým ztrátám, lze tento přístup využít pouze v případě
montáže nového zařízení.
Druhou možností provedení experimentu je využít pravidelných kontrolních odstávek
stroje, při kterých se zjišťuje např. přítomnost trhlin. Během této odstávky je možné pro-
vést měření, které je časové nenáročné. Bohužel v době realizace této práce se nenaskytla
možnost pro experimentální stanovení modálních vlastností na nově montovaném, pří-
padně na již pracujícím stroji, u něhož zatím nedošlo k meznímu stavu lomu.
3„Měření je jednou z nezastupitelných činností realizovaných v rámci experimentu, kterou se získávají
číselné údaje o chování experimentálního objektu v procesu jeho aktivace.ÿ[12]
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5 EXPERIMENTÁLNÍ MODELOVÁNÍ
Obrázek 5.1: Oběžné kolo na hřídeli





Při analýzách rotorových soustav se pro posouzení bezpečnosti provozního stavu soustavy
sestavuje závislost vlastních frekvencí na otáčkách. Název této grafické závislosti není
jednotný. V anglicky mluvících zemích se používají zejména tyto názvy: „frequency-speed
diagramÿ, „natural frequency-speed mapÿ atd. Tyto názvy se v sobě snaží vystihnout
podstatu grafické závislosti. Alternativní pojmenování je podle autora toho diagramu,
kterým byl britský inženýr Wilfried Campbell. Označení Campbellův diagram používá
i tato práce. Teoretický popis Campbelova diagramu je kapitole 3.5.
Pojmenování tohoto diagramu podle svého autora se zdá být ještě příhodnější s přihléd-
nutím k faktu, že W. Campbell tento digram nejen sestavil, ale zároveň jej i popsal a za-
vedl jednoznačnou terminologii pro popis jednotlivých jevů, které lze pomocí Campbellova
diagramu predikovat. Nejdůležitějšími pojmy, které Campbell zavedl pro popis svého dia-
gramu, jsou kritické otáčky, majoritní rezonance a minoritní rezonance.
Kritické otáčky soustavy jsou definovány jako otáčky, při nichž křivka závislosti vlastní
frekvence na úhlové rychlosti otáčení soustavy protne přímku vyjadřující násobek budící
frekvence, který je sdružený s potenciálním zdrojem buzení (definice převzata z [18]).
Kritické otáčky se dělí na dva typy, na majoritní a minoritní rezonance. Jedná se
o jevy, které mají vůči sobě diametrálně odlišnou odezvu na vnější buzení a nemohou na-
stat současně. U majoritní rezonance je odezvou soustavy stojící vlna, kdežto u minoritní
rezonance vlna běžící. Společné však mají to, že v obou případech může být potencionálně
dosažen mezní stav. Z hlediska dosažení mezního stavu je však nebezpečnější majoritní
rezonance.
Do Campbellova diagramu se vynáší ty vlastní frekvence, jejichž vlastní tvary jsou
potencionálně nebezpečné z hlediska dosažení mezního stavu. Tyto vlastní frekvence jsou
seřazeny vzestupně podle velikosti. Majoritní rezonance pak nastává, pokud křivka zá-
vislosti g-té vlastní frekvence na úhlové rychlosti otáčení soustavy protne přímku vy-
jadřující g-tý násobek budící frekvence. V případě, že se číselné označení vlastní frek-
vence a násobku budící frekvence nerovnají, pak nastává minoritní rezonance. Díky této
snadné predikci kritických otáček a jejich rozlišení na majoritní a minoritní rezonance je
Campbellův diagram zřejmě nejpraktičtější a nejelegantnější grafickou metodou pro pre-
dikci kritických otáček.
6.1 Kompletní Campbellův diagram
Při kmitání olopatkovaných disků za rotace se sestavuje tzv. Kompletní Campbellův dia-
gram, jehož typický vzhled je na obrázku 3.12 . U olopatkovaných disků závisí kritické
otáčky nejen na vlastní frekvenci a příslušném počtu uzlových průměrů daného vlastního
tvaru, ale i na počtu lopatek, nebo na počtu periodicky se opakujících struktur. Výsledné
křivky tohoto diagramu představují spojnice všech majoritních rezonancí. Kompletním
Campbellovým diagramem lze predikovat jednak odezvu na mechanické buzení, které
je dáno kmitáním rotorové soustavy, tak i odezvu na aerodynamické buzení, které je
způsobeno změnami tlakového a rychlostního pole v okolí rotorové soustavy.
Kompletní Campbellovy diagramy jsou sestaveny z dat, získaných modální analýzou
1, viz 4.5. Diagramy pro jednotlivé varianty oběžného kola jsou na obrázcích 6.1 až 6.6.
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6.1 KOMPLETNÍ CAMPBELLŮV DIAGRAM
Obrázek 6.1: Kompletní Campbellův diagram oběžného kola 1
Obrázek 6.2: Kompletní Campbellův diagram oběžného kola 2
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6 CAMPBELLŮV DIAGRAM
Obrázek 6.3: Kompletní Campbellův diagram oběžného kola 3
Obrázek 6.4: Kompletní Campbellův diagram oběžného kola 4
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6.1 KOMPLETNÍ CAMPBELLŮV DIAGRAM
Obrázek 6.5: Kompletní Campbellův diagram oběžného kola 5
Obrázek 6.6: Kompletní Campbellův diagram oběžného kola 6
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6 CAMPBELLŮV DIAGRAM
6.2 Majoritní a minoritní rezonance
Výsledky modální analýzy 1 jsou využity i pro analýzu majoritních a minoritních
rezonancí. V předchozí části je zmíněno, že do Campbellova diagramu se vynáší pouze ty
vlastní frekvence, jejichž asociované vlastní tvary jsou potencionálně nebezpečné vzhledem
k dosažení mezního stavu. Z experimentálních studií vyplývá, že při kmitání disků je takto
potenciálně nebezpečné vybuzení vlastních tvarů s jedním až šesti uzlovými průměry. Bylo
zjištěno, že vybuzení vlastního tvaru bez uzlových čar, tzv. umbrella shape, a vlastních
tvarů s více než šesti uzlovými průměry není vzhledem k potencionálnímu vzniku mezního
stavu nebezpečné. Vzhledem k tomu, že vybuzení libovolného vlastního tvaru s uzlovými
kružnicemi je energeticky velmi obtížné, tak se pro sestavování Campbellova diagramu
a z něj stanovování kritických otáček využívá pouze vlastních tvarů bez uzlových kružnic
a s jedním až šesti uzlovými průměry. Více o významnosti jednotlivých vlastních tvarů
s ohledem na potencionální vznik mezního stavu lze nalézt v [29].
Majoritní a minoritní rezonance jednotlivých variant oběžného kola jsou zobrazeny
v diagramech na obrázcích 6.7 až 6.12. Takto sestavené Campbellovy diagramy lze
použít jako kontrolu správnosti kompletních Campbellových diagramů. Majoritní rezo-
nance, znázorněné červenými body musí ležet na spojnici majoritních rezonancí v kom-
pletním Campbellově diagramu.
Pozoruhodným faktem je, že v žádné variantě oběžného kola nedochází k majoritní
rezonanci na první vlastní frekvenci.
Obrázek 6.7: Kritické otáčky oběžného kola 1
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Obrázek 6.8: Kritické otáčky oběžného kola 2
Obrázek 6.9: Kritické otáčky oběžného kola 3
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Obrázek 6.10: Kritické otáčky oběžného kola 4
Obrázek 6.11: Kritické otáčky oběžného kola 5
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Obrázek 6.12: Kritické otáčky oběžného kola 6
6.3 Nebezpečné stavy
Poloha majoritních a minoritních rezonancí dává informaci o otáčkách, na kterých sou-
stava nesmí být provozována. Z obrázků 6.7 až 6.12 je však zřejmé, že volba takových
provozních otáček, aby nebylo dosaženo kritických otáček, není jednoduchá. Na těchto
grafech je možné najít význam citátu, zmíněného v úvodu práce: „navrhování parních
turbín je jako chůze v minovém poliÿ [18]. Vzhledem k faktu, že provozní otáčky jsou
voleny v úvodních fázích návrhu oběžného kola a jeho geometrie je v mnoha ohledech
ovlivněna právě hodnotou provozních otáček, je pochopitelné, že navrhování parních tur-
bín je iterační proces.
Doposud je při popisu významných stavů, vyplývajících z Campbellova diagramu,
použita vágní formulace, „stavy nebezpečné vzhledem k potenciálnímu dosažení mezního
stavuÿ. Na tomto místě je důležité zmínit, že kvůli nezahrnutí tlumení do algoritmu řešení
a tudíž řešení volného netlumeného kmitání soustavy nemusí ani provozování soustavy na
otáčkách rovných kritickým otáčkám vést k meznímu stavu. Jednotný termín pro tyto
stavy není ustálen. V této práci je používán pojem „nebezpečné stavyÿ. Pro posuzování
bezpečnosti rotorových součástí se využívá platných technických norem. Konkrétně se
jedná o normu s označením ČSN EN ISO 10437, která nese název: „Naftový, petroche-
mický a plynárenský průmysl - Parní turbíny - Použití pro speciální účelyÿ. Vyhodnoco-
vání nebezpečných stavů dle této normy je graficky popsáno na obrázku 6.13.
Pro vyhodnocení nebezpečnosti provozního stavu je důležitá frekvence f , jejíž hod-
nota je určena jako průsečík g-násobku budící frekvence a provozních otáček. Tento bod
je v obrázku označen fialově. Provozní stav soustavy je vyhodnocen jako nebezpečný, po-
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kud průsečík g-násobku budící frekvence a závislosti vlastní frekvence na otáčkách leží
v intervalu f ± 0, 05f . Protože kritické otáčky musí vždy ležet na přímce vyjadřující
g-násobek budící frekvence, pak lze vytvořit obdélníkovou oblast, ve které nesmí dané
kritické otáčky ležet. V obrázku 6.13 je tato oblast zvýrazněna žlutou barvou. Z tohoto
popisu je jasné, že kritické otáčky znázorněné červenou barvou jsou nebezpečným stavem,
kdežto kritické otáčky označené oranžovým bodem pro soustavu nebezpečným stavem
nejsou.
Obrázek 6.13: Nebezpečné stavy - vyhodnocení kritických otáček
Dle kritérií, popsaných v [29], se pro sestavování Campbellova diagramu a násled-
ného vyhodnocování nebezpečných stavů využívají vlastní tvary bez uzlových kružnic
a s jedním až šesti uzlovými průměry. Nebezpečné stavy pro provoz konstrukce mohou
vznikat na jedna až šesti-násobku budící frekvence. Z těchto kritérií vyplývá závěr, že
pro provozování rotorové soustavy je potencionálně nebezpečných 36 kritických otáček.
Aby mohl být provoz soustavy v daných podmínkách označen jako bezpečný, nesmí být
v Campbellově diagramu detekován žádný nebezpečný stav.
Vyhodnocování nebezpečných stavů mohlo být provedeno na výsledcích modální
analýzy 1. Nicméně v algoritmu vyhodnocování nebezpečných stavů je průběh vlast-
ních frekvencí aproximován polynomem prvního stupně, tzn. lineární závislostí. Tudíž
při vyhodnocování není vlastní frekvence reprezentována spojitou, ale po částech spojitou
lineární funkcí. Použitím této aproximace je do vyhodnocení vnášena chyba, protože zá-
vislost vlastní frekvence na otáčkách při zahrnutí vyztužení vlivem úhlové rychlosti obecně
lineární není. Proto je vyhodnocení provedeno na výsledcích modální analýzy 2, u které
jsou otáčky při stanovování vlastních frekvencí navyšovány pozvolněji.
Poznámka: v grafu na obrázku 6.15 nejsou zobrazeny žádné nebezpečné stavy, jelikož
všechny kritické otáčky leží mimo nebezpečnou oblast f ± 0, 05f .
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Obrázek 6.14: Nebezpečné stavy oběžného kola 1
Obrázek 6.15: Nebezpečné stavy oběžného kola 2
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Obrázek 6.16: Nebezpečné stavy oběžného kola 3
Obrázek 6.17: Nebezpečné stavy oběžného kola 4
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Obrázek 6.18: Nebezpečné stavy oběžného kola 5




7.1 Původní oběžné kolo
Hlavní motivací zadavatele pro vypsání této práce je řešení problémové situace, kterou
je lom oběžného kola parní turbíny. Dílčím cílem této práce je verifikace předpokladu, že
příčinou vzniku mezního stavu lomu je vynucené kmitání soustavy na frekvenci blízké její
vlastní frekvenci.
Pro posouzení pravdivosti tohoto předpokladu se využívá v současnosti platné tech-
nické normy ČSN EN ISO 10437 pro posuzování parních turbin. Na obrázku 6.14 je
Campbellův diagramu, ve kterém je provedeno vyhodnocení, zda některé kritické otáčky
nevedou k nebezpečnému stavu z hlediska provozování na daných provozních otáčkách.
Z této grafické závislosti vyplývá, že takto navrženou soustavu nelze provozovat na otáč-
kách 11 000 min−1, protože v takovém případě kritické otáčky, které jsou dány průsečíkem
první vlastní frekvence a třetím násobkem budící frekvence a zároveň kritické otáčky,
jejichž hodnota je určena průsečíkem třetí vlastní frekvence a pátého násobku budící
frekvence vedou k nebezpečnému stavu z hlediska provozování soustavy. Dle kritérií, uve-
dených v normě ČSN EN ISO 10437 se nesmí v předepsaném okolí provozních otáček
vyskytovat žádný nebezpečný stav. Proto lze vyslovit závěr, že takto navržená konstrukce
nemůže být na daných provozních otáčkách provozována.
Na tomto místě je nutné znovu připomenout, že nebezpečný stav nemusí vést k mez-
nímu stavu soustavy. Pro posouzení, zda nebezpečný stav povede ke stavu meznímu je
nutné provést další analýzy, ve kterých se vyšetřují deformačně-napěťové stavy při kmi-
tání soustavy na jednotlivých vlastních tvarech, asociovaných s kritickými otáčkami, které
způsobují nebezpečný stav soustavy. Nicméně tyto analýzy nejsou součástí této práce.
Přesto existuje návod pro posouzení míry pravděpodobnosti, s jakou nebezpečný stav
povede k meznímu stavu soustavy. Vychází z typu kritických otáček, které vedou k nebez-
pečnému stavu. Jak je popsáno v kapitole 6, tak hodnota kritických otáček je jednoznačně
určena průsečíkem závislosti i-té vlastní frekvence na otáčkách s j-tým násobkem budící
frekvence. Návod, uvedený v článku [18] vychází z předpokladu, že nejpravděpodobnější
vzhledem k dosažení mezního stavu je nebezpečný stav, způsobený kritickými otáčkami,
při nichž platí, že číselné označení vlastní frekvence a násobku budící frekvence jsou
stejné. To znamená, že vzhledem k dosažení mezního stavu je nejnebezpečnější majoritní
rezonance. Pravděpodobnost dosažení mezního stavu tím více klesá, čím větší je rozdíl
právě mezi tímto číselným označením. Pokud tento návod doplníme o kritéria, vyplývající
z technické normy ČSN EN ISO 10437, pak lze říci, že ze všech nebezpečných stavů po-
vedou k meznímu stavu s nejnižší pravděpodobností ty, které jsou způsobeny kritickými
otáčkami, jejichž rozdíl číselných označení je v absolutní hodnotě roven pěti.
Pravdivost předpokladu o vynuceném kmitání soustavy na frekvenci blízké její vlastní
frekvenci je díky analýze Campbellova diagramu potvrzena. Zároveň jsou v Campbellově
diagramu detekovány dva nebezpečné stavy. Kritické otáčky, způsobující nebezpečné stavy
jsou dány průsečíkem první, resp. třetí vlastní frekvence s třetím, resp. pátým násobkem
budící frekvence. V obou případech je tedy absolutní hodnota rozdílu číselného ozna-
čení je rovna dvěma. Tyto fakta ještě zvyšují pravděpodobnost, že mezní stav lomu byl
dosažen z důvodu provozovaní soustavy v oblasti rezonance. Nicméně verifikace tohoto
předpokladu je námětem pro další práce.
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7.2 Další varianty oběžného kola
Vzhledem k potvrzení předpokladu o vynuceném kmitání soustavy z důvodu jejího pro-
vozu v oblasti rezonance může být řešení problémové situace provedeno prodloužením
délky lopatek. Výsledky pěti variant oběžného kola, ve kterých se mění pouze délka lo-
patek jsou prezentovány v předchozích kapitolách. Vyhodnocení, zda je provozní stav
soustavy bezpečný vzhledem k používaným provozním otáčkám je provedeno stejně jako
v případě oběžného kola 1, a to analýzou Campbellových diagramů s využitím hodnotí-
cích kritérií dle technické normy ČSN EN ISO 10437. Toto vyhodnocení je ukázáno na
obrázcích 6.15 až 6.19.
Lze konstatovat, že pro provoz v daných provozních podmínkách je dle normy možné
použít pouze oběžné kolo s délkou lopatky 40 mm. U ostatních navrhovaných variant se
vždy vyskytuje jeden nebezpečný stav, s výjimkou oběžného kola s délkou lopatky 60 mm,
u kterého se vyskytují dokonce tři nebezpečné stavy.
7.3 Porovnání modálních vlastností
Zadání této diplomové práce má toto znění: „Porovnání modálních vlastností oběžných
kol parní turbíny s různými délkami lopatekÿ. Na základě výsledků analýz šesti variant
oběžného kola, u něhož je proměnná pouze délka lopatek, lze vyvodit závěry o změně
modálních vlastností vlivem prodloužení délky lopatek oběžného kola.
7.3.1 Vlastní tvary bez uzlových kružnic
Jak je uvedeno v části 6.2, právě vlastní tvary bez uzlových kružnic jsou potencionálně
nebezpečné vzhledem k dosažení mezního stavu. Proto je pro konstruktéry rotorových
soustav důležité mít základní představu o vlivu konstrukčních změn na vlastní frekvence,
asociované právě s těmito vlastními tvary.
Do tabulky 7.1 jsou vyneseny vlastní frekvence jednotlivých variant oběžného kola
s lišícími se délkami lopatek při otáčkách n = 0 min−1(které jsou v první sloupci tabulky)
a n = 100 000 min−1 (druhý sloupec tabulky), asociované s vlastním tvarem bez uzlové
kružnice a s jedním uzlovým průměrem, tzn. d = 0 a e = 1. Z této tabulky je patrné, že
vlivem prodloužení délky lopatek klesá hodnota vlastní frekvence, jejíž vlastní tvar má
pouze jeden uzlový průměr. Toto platí nehledě na úhlovou rychlost, při které je stanovován
vliv zpevnění soustavy od její rotace.
Tabulka 7.1: Porovnání vlastních frekvencí pro d = 0 a e = 1
Délka lopatek Ωn=0 min−1 [Hz] Ωn=100 000 min−1 [Hz]
30 mm 493,02 Hz 1971,21 Hz
40 mm 463,44 Hz 1956,20 Hz
50 mm 435,33 Hz 1941,91 Hz
60 mm 408,75 Hz 1928,33 Hz
70 mm 383,71 Hz 1915,48 Hz
80 mm 360,20 Hz 1903,29 Hz
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Dále je na obrázku 7.1 zobrazena závislost vlastních frekvencí, jejichž sdružené vlastní
tvary nemají uzlovou kružnici (d = 0) na harmonickém indexu p, tzn. na počtu uzlových
průměrů e. Vlastní frekvence, použité pro sestavení těchto křivek, jsou stanoveny bez
zahrnutí zpevnění vlivem otáček, tzn. pro n = 0 min−1. Křivky jsou sestaveny na základě
výsledků modální analýzy 1, které jsou prezentovány v kapitole 4. Na obrázku 7.2 je
tatáž závislost pouze s tím rozdílem, že vlastní frekvence jsou stanoveny se zahrnutím
vlivu zpevnění při otáčkách n = 100 000 min−1. V obou grafických závislostech je hodnota
harmonického indexu p v intervalu p = 1, 2, . . . , 38, z čehož vyplývá, že do grafických
závislostí není zahrnuta vlastní frekvence, sdružená s tvarem kmitu bez uzlových čar, který
je označován jako „umbrella shapeÿ. Maximální hodnota harmonického indexu vyplývá
z rovnice (3.49). Vlastní frekvence při hodnotě harmonického indexu p = 1 odpovídají
vlastním frekvencím, prezentovaným v tabulce 7.1.
Na základě grafické závislosti v obrázku 7.1 lze vyvodit několik závěrů o vlivu změny
délky lopatek oběžného kola na jeho modální vlastnosti. Za prvé lze zobecnit předchozí
závěr a to tak, že s rostoucí délkou lopatek oběžného kola klesá při daném počtu uzlových
průměrů hodnota jednotlivých vlastních frekvencí, jejichž vlastní tvary neobsahují uzlové
kružnice. Pro počet uzlových kružnic d = 0 platí pro všechny varianty oběžného kola, že
s rostoucím počtem uzlových průměrů e roste hodnota vlastní frekvence.
Obrázek 7.1: Porovnání vlastních frekvencí pro d = 0 - n = 0 min−1
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Obrázek 7.2: Porovnání vlastních frekvencí pro d = 0 - n = 100 000 min−1
V jednotlivých grafických závislostech jsou rozdíly nejvyšší a nejnižší vlastní frek-
vence při hodnotě harmonického indexu p = 1 rovny 132,82 Hz při otáčkách n = 0 min−1
a 67,92 Hz při otáčkách n = 100 000 min−1. V koncovém bodě křivek, tedy při hodnotě
harmonického indexu p = 38, jsou rozdíly nejvyšší a nejnižší vlastní frekvence mnohem
větší. Konkrétně je to 8872,15 Hz při otáčkách n = 0 min−1 a 8108,41 Hz při otáčkách
n = 100 000 min−1. V tabulce 7.2 jsou prezentovány vlastní frekvence jednotlivých variant
oběžného kola s lišícími se délkami lopatek při otáčkách n = 0 min−1 a n = 100 000 min−1,
asociované s vlastním tvarem bez uzlové kružnice a se třiceti osmi uzlovými průměry, tzn.
d = 0 a e = 38.
Ačkoli jsou rozdíly nejvyšší a nejnižší vlastní frekvence v extrémních hodnotách har-
monického indexu výrazně odlišné, tak pro každou hodnotu harmonického indexu platí,
že s rostoucí délkou lopatek klesá rozdíl vlastních frekvencí mezi sousedními křivkami
v grafech na obrázcích 7.1 a 7.2.
Tabulka 7.2: Porovnání vlastních frekvencí pro d = 0 a e = 38
Délka lopatek Ωn=0 min−1 [Hz] Ωn=100 000 min−1 [Hz]
30 mm 10 732,49 Hz 12 254,70 Hz
40 mm 6773,87 Hz 8465,53 Hz
50 mm 4531,08 Hz 6457,85 Hz
60 mm 3225,27 Hz 5327,11 Hz
70 mm 2405,75 Hz 4623,47 Hz
80 mm 1860,34 Hz 4146,29 Hz
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Kromě významných odlišností mezi počátečním a koncovým bodem mají křivky vůči
sobě velmi podobný tvar, ale i zde dochází k jistým odlišnostem. Obecně lze každou
z křivek rozdělit na dvě části. V první části pro nižší hodnoty harmonického indexu mají
křivky kladnou směrnici a hodnota vlastních frekvencí s rostoucím p významně stoupá.
Ve druhé části u vyšších hodnot harmonického indexu je směrnice každé z křivek stále
kladná, ale zároveň je velmi blízká nule, tzn. hodnota vlastních frekvencí je se zvyšujícím
se p rostoucí, ale poměrně nevýrazně. Matematicky by se tato skutečnost dala vyjádřit
tak, že se křivky blíží ke své limitě.
Tento popis platí pro všechny křivky bez výjimky. Rozdílný je však poměr obou částí
v jednotlivých křivkách. Velikost první části klesá s rostoucí délkou lopatek. Pro nejnižší
analyzovanou délku lopatek 30 mm, což je křivka znázorněná červenou barvou platí, že
hranice mezi oběma částmi je určena hodnotou harmonického indexu cca p = 18, kdežto
pro nejvyšší analyzovanou délku lopatek 80 mm, což je žlutá křivka, je hranice mezi oběma
částmi přibližně při p = 7.
Je důležité si uvědomit, že vlastní tvary bez uzlových kružnic se používají pro posuzo-
vání bezpečnosti konstrukce a tedy pro stanovování kritických otáček a z nich vyhodnoco-
vání nebezpečných stavů z hlediska provozu konstrukce. V části 6.3 se pro vyhodnocování
nebezpečných stavů používají pouze kritické otáčky, které jsou stanoveny z vlastních frek-
vencí, jejichž sdružené vlastní tvary lze popsat vztahy d = 0 ∧ e = 1, 2, . . . , 6. Tyto vlastní
frekvence se používají pro analýzy odezvy soustavy na mechanické buzení. Pokud by bylo
nutné postihnout i aerodynamické buzení, které je způsobeno změnami tlakového a rych-
lostního pole v okolí rotorové soustavy, pak je nutné stanovit kritické otáčky pro všechny
vlastní frekvence, jejichž vlastní tvary neobsahují uzlové kružnice. Proto je také dobré
znát vliv změny délky lopatek na modální vlastnosti u všech vlastních tvarů bez uzlových
kružnic, protože ty jsou nebezpečné vzhledem k dosažení mezního stavu soustavy.
Poznatky, stanovené v této části, lze shrnout takto. U analyzovaného oběžného kola
dochází při prodloužení lopatek pro danou hodnotu p k poklesu vlastních frekvencí, jejichž
sdružené vlastní tvary neobsahují uzlové kružnice. Dále pro každou variantu délky lopatek
oběžného kola platí, že s rostoucím počtem uzlových průměrů roste hodnota vlastní frek-
vence. A v neposlední řadě s rostoucí délkou lopatek oběžného kola klesá velikost oblasti,
ve které hodnota vlastních frekvencí v závislosti na harmonickém indexu významně roste.
7.3.2 Umbrella shape
Vlastní tvar, jehož název by se do češtiny dal přeložit jako „deštníkový tvar kmitáníÿ, je
speciálním vlastním tvarem, jelikož jako jediný nemá žádnou uzlovou čáru. V předchozích
analýzách nebyla stanovena hodnota vlastní frekvence, sdružená s tímto tvarem kmitu,
a to proto, že vybuzení vlastního tvaru bez uzlových čar není vzhledem k dosažení mezního
stavu nebezpečné.
Tvar kmitu „umbrella shapeÿ pro kruhovou desku je ukázán na obrázku 3.2. Jedná
se o deformační posuv vnější části kruhové desky v axiálním směru. Kruhová deska je
ve středu vetknutá. Jelikož jsou ve všech variantách oběžného kola aplikovány podobné
geometrické okrajové podmínky, tak lze vzhled vlastního tvaru kmitání bez uzlových čar
u všech variant oběžného kola popsat stejně jako u kruhové desky, tedy jako deformační
posuv vnějšího okraje disku v axiálním směru. Do tabulky 7.3 jsou vyneseny vlastní
frekvence, sdružené s tvarem kmitu „umbrella shapeÿ, pro jednotlivé varianty oběžného
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kola. Tyto hodnoty vlastních frekvencí jsou stanoveny při otáčkách n = 0 min−1.
Tabulka 7.3: Porovnání vlastních frekvencí pro d = 0 a e = 0
Délka lopatek Ω [Hz]
30 mm 509,90 Hz
40 mm 479,61 Hz
50 mm 450,77 Hz
60 mm 423,43 Hz
70 mm 397,63 Hz
80 mm 373,35 Hz
Z vlastních frekvencí, uvedených v tabulce 7.3 je zřejmé, že i v případě tvaru kmitu
„umbrella shapeÿ s rostoucí délkou lopatky klesá vlastní frekvence.
Při porovnání vlastních frekvencí vlastního tvaru bez uzlových čar a vlastního tvaru
bez uzlové kružnice a s jedním uzlovým průměrem (viz tabulka 7.1) vyplývá, že v žádné
analyzované variantě oběžného kola neplatí předpoklad, že pro stejný počet uzlových
kružnic má vyšší vlastní frekvenci ten vlastní tvar kmitu, který má více uzlových průměrů.
7.3.3 Vlastní tvary s uzlovými čarami
Pro přehledné porovnání vlastních frekvencí jednotlivých vlastních tvarů se používá gra-
fická závislost vlastní frekvence na počtu uzlových průměrů. Pro variantu oběžného kola
s délkou lopatek 30 mm je tato závislost ukázána na obrázku 7.3.
Obrázek 7.3: Závislost vlastní frekvence na uzlových průměrech - délka lopatek 30 mm
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V diagramu je místo počtu uzlových průměrů e použit na vodorovné ose harmonický
index p. Jak již bylo zmíněno v části 3.6, hodnoty těchto veličin se neliší. Diagramy pro
všech šest variant délky lopatek oběžného kola jsou prezentovány v příloze E.
Závislost na obrázku 7.3 je tvořena pouze izolovanými body, které jsou vždy zvý-
razněny. Barevné křivky v grafu spojují vlastní frekvence, jejichž sdružené vlastní tvary
mají stejný počet uzlových kružnic. Tyto křivky slouží pouze ke zlepšení přehlednosti
grafu. Při konstrukci diagramu vlastních frekvencí na počtu uzlových průměrů je klíčová
správná identifikace jednotlivých vlastních tvarů. Do tohoto diagramu jsou vyneseny
pouze ohybové vlastní tvary s příslušným počtem uzlových čar. Nicméně pro danou hod-
notu harmonického indexu existují i vlastní tvary, které nevykazují ohybový charakter
namáhání. Jedná se např. o vlastní tvary, u kterých dochází k deformačním posuvům
pouze v radiálním nebo tangenciálním směru anebo o vlastní tvary, u nichž je disk v klidu
a kmitají pouze lopatky. Pro sestavení diagramu je proto nutné vizuální prověření jednot-
livých vlastních tvarů. Proces vizuální detekce jednotlivých vlastní tvarů je velmi časově
náročný. Zároveň u takto tvarově složité součásti, jakou je analyzované oběžné kolo, je
i vizuální detekce vlastních tvarů s vyšším počtem uzlových kružnic velmi problema-
tická. Z těchto důvodů jsou do diagramu na obrázku 7.3 zaneseny pouze vlastní frekvence
od vlastních tvarů s počtem uzlových kružnic d = 0, 1, 2 a počtem uzlových průměrů
e = 0, 1, . . . , 6.
Z diagramů, které jsou uvedeny v příloze E vyplývá, že pro danou hodnotu harmonic-
kého indexu roste s počtem uzlových kružnic vlastního tvaru také jeho vlastní frekvence.
Toto platí pro všechny varianty délky lopatek oběžného kola. S výjimkou vlastních tvarů
s d = 0 ∧ e = 0 a d = 0 ∧ e = 1 mají křivky rostoucí průběh.
Ze všech analýz modálních vlastností oběžného kola s proměnnou délkou lopatek vy-






Hlavním cílem této práce je porovnání modálních vlastností oběžných kol parní turbíny
s různými délkami lopatek. V rámci tohoto zadání jsou naformulovány tři dílčí cíle. Prv-
ním z nich je verifikace předpokladu o dosažení mezního stavu lomu u oběžného kola parní
turbíny s délkou lopatek 30 mm z důvodu jeho vynuceného kmitání v oblasti rezonance.
Druhým dílčím cílem je analýza pěti variant téhož oběžného kola s odlišnými délkami
lopatek oproti původní variantě, u které došlo k havárii. A třetím cílem je srovnání mo-
dálních vlastností jednotlivých variant oběžného kola.
Výpočtové modelování a následné vyhodnocení bezpečnosti všech variant oběžného
kola probíhalo souběžně. Pro výpočtové modelování se využívá lineární teorie kmitání.
Pro modelování materiálu oběžného kola je ve všech variantách použitý lineárně elastický
izotropní model. Geometrie oběžného kola je upravena tak, aby bylo možné použít algo-
ritmu cyklické symetrie a zároveň aby na nové upravené geometrii bylo možné vytvořit
hrubou rovnoměrnou síť konečných prvků. Následně je z geometrie každé varianty oběž-
ného kola vyříznut charakteristický segment a na něm je vytvořena konečnoprvková síť.
Všechny prezentované modální analýzy jsou provedeny v programovém balíku ANSYS
Mechanical APDL. Síť je tvořena pouze jedním typem prvku, konkrétně se jedná o prvek
SOLID185.
Řešení všech modálních analýz je provedeno za předpokladu, že oběžné kolo je kon-
zervativní soustava. Tlumení soustavy je tedy z hlediska řešení daného problému nepod-
statné. Pro každou variantu oběžného kola jsou provedeny dvě modální analýzy s různým
nastavením omezujících podmínek, podle kterých algoritmus analýzy vyhledává jednot-
livá vlastní čísla. Výsledky těchto analýz jsou prezentovány v kapitolách 4.5.1 až 4.5.6.
Verifikace výsledků výpočtového modelování pomocí experimentálního modelování nebyla
možná, a to z důvodů, popsaných v kapitole 5. Proto je v její další části uveden postup,
jakým je možné výsledky výpočtového modelování verifikovat.
Pro všechny varianty oběžného kola jsou sestaveny Kompletní Campbellovy diagramy
a detekovány majoritní a minoritní rezonance, které jsou nebezpečné při mechanickém
buzení soustavy. Posouzení bezpečnosti provozování oběžného kola je provedeno podle
normy ČSN EN ISO 10437.
Analýzou Campbellova diagramu oběžného kola parní turbíny s délkou lopatek 30 mm
bylo prokázáno, že součást pracuje v oblasti rezonance. Dle technické normy ČSN EN
ISO 10437 nesmí být taková součást v daných podmínkách provozována. Pro potvrzení
předpokladu, že mezního stavu lomu oběžného kola je dosaženo z důvodu vynuceného
kmitání v oblasti rezonance, je však nutné provést další analýzy. Přesto je však nutné
ještě jednou zdůraznit, že dle platných norem nesmí být oběžné kolo na daných otáčkách
provozováno.
Vyhodnocením dalších variant oběžného kola s délkami lopatek 40 mm, 50 mm, 60 mm,
70 mm a 80 mm je zjištěno, že dle technické normy ČSN EN ISO 10437 je ze zadaných
variant při provozních otáčkách n = 11 000 min−1 přípustná pouze varianta oběžného kola
s délkou lopatek 40 mm. U každé ze zbývajících variant je při daných provozních otáčkách
detekován alespoň jeden nebezpečný stav.
Z porovnání modálních vlastností jednotlivých variant oběžného kola vyplývá závěr,
že s rostoucí délkou lopatek oběžného kola klesají pro dané vlastní tvary hodnoty jejich
vlastních frekvencí. Dále pro všechny varianty oběžného kola platí, že s výjimkou tvaru
kmitu „umbrella shapeÿ roste se zvyšujícím se počtem uzlových průměrů ve vlastním
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tvaru jeho vlastní frekvence. A zároveň platí, že při zvyšujícím se počtu uzlových kružnic
ve vlastním tvaru kmitání také roste jeho vlastní frekvence.
Z výše uvedeného je zřejmé, že všechny vytyčené cíle této diplomové práce jsou
splněny. Předpoklad o vynuceném kmitání soustavy v blízkosti její rezonance je potvrzen.
Z analyzovaných variant je pro provoz vhodné pouze oběžné kolo s délkou lopatek 40 mm
a z analyzovaných variant byly vyvozeny závěry o vlivu změny délky lopatek oběžného
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK
Seznam použitých symbolů a zkratek
Symbol Veličina Rozměr
βn koeficient vyztužení soustavy [min−1]
δL přetvoření na levém čele [-]
δR přetvoření na pravém čele [-]
δij Kronekerovo delta
λv vlastní číslo [m s−1]
Λ spektrální matice
µ Poissonovo číslo [-]
∇2 Laplaceův operátor
ν konstanta šíření vln [-]
Ω vlastní frekvence [Hz]
ω úhlová rychlost pohybu [rad s−1]
ωb budící frekvence [rad s−1]
ωw úhlová rychlost běžící vlny [rad s−1]
Ωe vlastní frekvence nerotující soustavy [Hz]
Ωn vlastní frekvence při otáčkách n [Hz]
ρ hustota [kg m−3]
A amplituda kmitání [m]
Apk dvourozměrná Fourierova funkce sílového působení [-]
B matice tlumení
b tlumení [kg s−1]
Ba antisymetrická matice gyroskopických účinků
bkrit kritická hodnota součinitele tlumení [kg s−1]
Bp matice tlumení charakteristického segmentu
Bs symetrická matice tlumení
c fázová rychlost vlny [m s−1]
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D ohybová tuhost desky [N m]
d počet uzlových kružnic [-]
dj(t) vektor odezvy
E jednotková matice
e počet uzlových průměrů [-]
E modul pružnoti v tahu [GPa]
Ek kinetická energie [J]
Ep potenciální energie [J]
F zobecněná budící síla [N], [N m]
f frekvence [Hz]
Fij dvourozměrná Fourierova funkce [-]
f(t) vektor buzení
g násobek budící frekvence [-]
h tloušťka desky [m]
Jk Besselova funkce [-]
K matice tuhosti
k tuhost [N m−1]
Ka antisymetrická matice nekonzervativních sil
KE matice elastické tuhosti
KG matice geometrické tuhosti
Kp matice tuhosti charakteristického segmentu
KS matice přídavné tuhosti
Ks symetrická matice tuhosti
M matice hmotnosti
m hmotnost [kg]
Mp matice hmotnosti charakteristického segmentu
N počet segmentů [-]
n otáčky [min−1]
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nc kritické otáčky [min−1]
ns počet stupňů volnosti [-]
p harmonický index [-]
Q zobecněná síla [N], [N m]
q zobecněná souřadnice [m], [rad]
QD zobecněná disipativní síla [N], [N m]
q˙ zobecněná rychlost [m s−1], [rad s−1]
q¨ zobecněné zrychlení [m s−2], [rad s−2]
QP zobecněná konzervativní síla [N], [N m]
R Rayleighova disipační funkce [N m s−1]
r Lanczosův vektor
Rout vnější poloměr [m]
R redukční matice
s počet lopatek nebo lopatkových svazků [-]
t čas [s]
u vektor amplitud harmonických kmitů
up vektor přetvoření charakteristického segmentu
V modální matice
vv vlastní vektor kmitání
W mechanická práce [J]
w posunutí ve směru normály ke střednici [m]
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